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ON THE ENTROPY IN QUANTUM THEORY 

Otto Stern
Berkeley, California

We gain a better understanding of the thermodynamic meaning of the 

entropy of a system in quantum theory by using the conception of the m-entropy, . 

the minimum increase in entropy of the measuring apparatus produced by the 

measurement (Szilard).

The following considerations are an attempt to get a better insight into 

the connection between quantum theory and thermodynamics.

So far the main work on this problem has been done by v. Neumanr^/ He 

derived a general expression for the entropy of a system in quantum theory?

^ ( j t  C^c (fc Boltzmann* s constant)

The system is considered as a mixture of pure cases, the are the weighs

of the pure cases in the mixture, and the entropy of a pure case lsyzero.

Such a system is certainly not in thermodynamical equilibrium with the 

surroundings. Of course, it is possible to give a definite meaning to the 

entropy of non-equilibrium states. In fact it is necessary to do so for many 

applications in thermodynamics. However, to extend this procedure to all 

quantum states" —  a pure state may be a free particle with Ap~ A ( j  - —-

seems artificial. Therefore I propose to look at v. Neumann’s entropy formula 

in a way which brings out more directly the thermodynamical meaning.

The state of a system in quantum theory is defined as a result of measure­

ments. Using an idea of Szilarc^we consider the minimum increase in the entropy 

of the measuring apparatus connected necessarily with the measurement. We shall 

call this quantity the m-entropy. It will have a definite value for every 

measurement. Szilard proved that the increase of entropy is at least /t (#1%  

for a measurement deciding which one of two possibilities is realized.

d ^  % .
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Following the method of Szilard we determine first the m-entropy for a classical 

system, the m-entropy for the determination of the configuration of atoms in a 

solid solution. This system is insofar similar to a system in quantum theory 

as it has a finite number of states.

For one mol of the solid solution the systematical term in the entropy is .

It is the increase in entropy for mixing the components, plus other terms which 

we disregard for the moment (they are very small when the components are similar, 

e.g. isotopes).

tistical reason for the term is of course that the number of different configur-

Now we could make, in principle, the following experiment: the solid

mixture will in the course of time assume all possible configurations. The

- >V
the configuration is realized where the components are unmixed. In this moment 

we take the components and mix them again in a reversible way. By this process

from the second law of thermodynamics that the process of measuring the configura­

tion requires at least an increase of the entropy in the measuring apparatus of

are unmixed. It is enough to measure the configuration and to know which one of

( /? gas constant, /X ^  Mol-fraction of the c_ th component, ^ s entropy

1 in the pure state, LJ ^ n entropy per mol of the mixture)

We can measure i t  by reversible mixing (e.g. by distillation). The sta-

ations in the mixture is

( H  Avogadro number,

therefore

probability for every configuration is essentially proportional to (y  &7~

( ^ e n e r g y  of the ^-th configuration, / abs. temperature). We first assume

for all configurations, all are equally probable. Then we wait until

we withdraw from the surroundings the entropy-/?^ U-X.. Therefore we conclude

the amount - f t ^ I t is of course not nedessary to wait until the components
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the £_ configurations is realized. Then we have a chemical compound of known 

constitution and the part of the entropy concerning the configuration is again 

zero, as is clear from classical statistics.

If we have p method (e.g. optical or chemical) which measures the minimum 

increase in entropy produced by the determination of the configuration, then we 

can —  without carrying out the mixing in a reversible way —  determine the m- 

entropy.

In the above example the m-entropy has the same value as the thermodynamical 

entropy of the solution. But that is not generally true as we can see immediately 

by considering our solid solution at a low temperature where fo r  most

configurations. Then only a few configurations will have an appreciable proba­

bility and the thermodynamical entropy will be certainly much smaller as —

On the other hand the m-entropy remains the same as the following argument shoves.

We start with the solution at the high temperature "77 and cool it down to 

the low temperature *1^ fast enough not to change the unknown configuration.

The integral f ^ l l l , where C is the difference of the specific heats of the
L '

mixture and the pure components, represents in this case only a part of the 

■change in- entrop^i TReT specific heat of the mixture can be considered as com­

posed of two parts: one part representing the change of the vibrational energy

of the atoms with the configuration fixed, the second part originating from the 

change of configuration and contributing to O  because of the energy differences 

of the different configurations. It is the latter part which is responsible for 

the systematical term - Now we measure the configuration at the

^  For a detailed calculation, 0. Stern , Ann. der Phys. h9 > 823,(191^).

low temperature ^77 J£/>bring the solution to again without change in the
% ^

configuration, which cancels at cooling. Then we change at the high
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temperature / f in a reversible way the known configuration into the solution. 

Thereby we diminish the entropy of the surroundings by the amount-" 

the measurement at low temperature must have increased the entropy by at least 

the same amount. The assumption made above that we can arbitrarily prevent a 

change in configuration corresponds to the assumption of a "negative1’ catalyst 

made in the thermodynamical derivation of the laws of chemical equilibrium.

The value- is of course the average value if we repeat the measurement

many times, as is the case with all quantities in statistical thermodynamics 

because of the Brownian fluctuations.

The m-entropy has a. meaning also in the case of a measurement on a quantum 

mechanical system. As Bohr often emphasized, the measuring apparatus is always 

to be considered as classical. Therefore the m-entropy is a change of the 

ordinary thermodynamical entropy of a classical system, a function of state of 

the macroscopic variables. Representing the quantum system by a Gibbs ensemble 

of independent systems we have to carry out the measurement on a large number /V 

of the systems and the m-entropy in the following is understood as the average

for the Admeasurements. ^ r i u y t ^ QUj&rtMttn. ttc ifa

The expression —  k l q k v  for the entropy of a mixtur^/can be considered

as the m-entropy for the measurement^wheueg- result ddsyr-he pure cases which consti­

tute the mixture. We can see this from a discussion of v. Neumann’s derivation. 

First he characterizes a system by its statistical matrix

where the are matrices of pure cases which are defined as follows. The
k-

'-function of a pure case is considered4 as a superposition of energy states:

^  See W. Pauli, Handbuch der Physik XXIV, 1, p. lU9, Berlin, 1933.

YL n .

c r  i d  - i  
£  &  t  p (J real, C^phase constant),



5

then

9- is: yiand the average for a physical quantity with the operator 

for the pure case as well as for the mixture.

The same energy states can form a pure case by superposition or a mixture 

with no phase connections between the components. To take a simple example: 

we have an atom in two energy states, the ground state and the next higher pn^. 

If the last one is excited by resonance radiation we considerix! as a pure 

case, if it is excited by temperature we have a mixture. In both cases we have 

two energy states C fa h v X  if we calculate e .g .  (J we get

for the pure case: Q =&Z ^  u  + ° 0
1 ' * 1 ' , d y  Cf= /o

/ 311 others(zero  u  a
for the mixture: -q__ y

C f f ^  /

To derive his formula v. Neumann proceeds in the following manner. He 

encloses every member of the ensemble representing the system in a box and con­

siders the boxes as big molecules of an ideal gas in mffimHgBxfcoma. equilibrium with 

a temperature bath. Then he introduces semipermeable walls, every one of these 

permeable for one pure state component of the mixture but impermeable for the 

others. In this way one can reversibly separate the component pure states of

the mixture. This separation is really done by measurements whichresult in the
should

pure state. So v. Neumann*s procedure/xxx be considered, as an artifice to deter­

mine the minimum increase in entropy produced by these measurements in the 

surroundings which must be at least equal to the entropy of the mixture of ideal 

gases (boxes = molecules).

To exemplify again with the simple case of the two energy states: we

can separate them by a molecular ray experiment using e.g. an inhomogeneous 

electric field if the polarisibility of the two states is different. To 

determine the minimum increase of entropy in such an experiment directly would
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be possible but difficult. On the other hand, if we have a mixture of

atoms of two different elements we know that the m-entropy required to separate 

them is - f t  ' method, therefore also for the molecular ray experiment

Since it makes no difference for the experiment if we have two different elements 

or two energy states of the same element, we can assume that in both cases the 

m-entropy is - j l 01 U v (Oc .

Furthermore since experimentally it makes no difference if the excited 

state is produced by resonance radiation or by temperature, it is natural to

assume that the m-entropy is the same in both cases. * This result is apparently

J On this point I want to acknowledge several helpful discussions with W. Pauli 
in December, 19U6.

connected with the fact that the classical measuring apparatus necessarily 

destroys the phase connections (Bohr). I assume that it has general validity,

measurements were components of a pure state (phase-connection) or of a mixture. 

To find the m-entropy for measurements on a pure state resulting in other pure 

states, one has to proceed as follows: one represents the original pure state 

as a superposition of the pure states K; resulting from the measurement

is the m-entropy of our measurement.Measurements on a. pure state are irreversible' 

except for the measurement which defines the pure state —  because they require 

a finite m-entropy, not because they result in a mixture, which they don't 

necessarily. Measurements on a mixture are reversible, in principle, if they 

result in the pure states composing the mixture. If we make measurements where

then with COt = IQ.) > the probability of finding the state 'Ja , " " A ^

other states result then the measurements are irreversible.

We can use these considerations to define a pure state as one for which
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for a special measurement the m-entropy is zero and call a system for which we 

can find reversible measurements which result in pure states a mixture of these 

states. Replacing the superposition principle by our assumption about the 

m-entropy for measurements on a pure case, one should be able, by using the 

uncertainty principle or some similar axiom, to give a thermodynamical deriva-

the meaning of the Nernst-theorem (third law) for the m-entropy.

In thermodynamics we can formulate it so: we can withdraw from a system

only a finite amount of entropy through cooling. In analogy we can say that 

also through measurement we can withdraw only a finite amount of entropy from

rnonmtrrn nn oirnrtTj- a&=w^waa^»there are no limits for the m-entropy. For the 

statement that we can not reach the zero point of the absolute temperature,

which means that we can not reach by cooling a state of a system with entropy 

exactly zero, the analogous statement is that we can not produce strictly a 

pure case for which the m-entropy is exactly zero. We can approximate it only 

asymtotically in the same way as we can approach zero temperature.

tion quantum theory. In this connection one has to consider

a system, the m-entropy is always finite. In classical theory,where wft

It is my hope that looking at the quantum theory from the

thermodynamical viewpoint might give us a better physical understanding of 

quantum theory and its problems.
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Ziel gesteckt hat.
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1. TJber eine JKethode
zu r  B erech n u n g  der JEntropie von  Sgstem en  

elastiseh  gelzoppelter M a ssen p u n k te ;  
von  O tto  S t e m .

E in le itu n g .

Die kiirzlieh in dieser Zeitschrift1) entwiekelte Theorie 
der festen Losungen fiihrt anf das Problem, die Entropie eines 
Mischkristalls fur alle moglichen Anordnungen der ihn bildenden 
Atome zu berechnen. Zu diesem Zweck ist es erforderlicb, 
die Eigenfrequenzen des Mischkristalls fur alle diese An­
ordnungen zu berechnen. Diese Aufgabe ist durch die bisher 
entwickelten Methoden von D ebye2) und von Born und 
K a rm a n 3) nicht losbar, da die erstere den festen Korper 
durch ein Kontinuum approximiert, und die letztere zwar die 
von der molekularen Struktur herruhrenden Feinheiten wieder- 
gibt, jedoch nur fur den Fall einer regelmaBigen periodischen 
Anordnung der Atome, wie sie bei kristalliserten chemischen 
Verbindungen, aber nicht bei Mischkristallen realisiert ist, 
brauchbar ist. Auch wird bei beiden Methoden der EinfluB 
der endlichen Ausdehnung des Kristalls. seiner Form und 
Oberf'lache, vernachlassigt. Es soli nun im lolgenden gezeigt 
werden, wie man fur nicht zu tiefe Temperaturen die Entropie 
eines beliebigen Systems elast.isch gekoppelter Massenpunkte 
vollstandig streng berechnen kann.

Wir bet.rachten ein System von N  Massenpunkten, die 
sich unter dem EmfluB der aufeinander ausgeiibten Krafte 
in einer Gleichgewichtskonfiguration befinden, und setzen 
voraus, daB fiir kleine Yerruckungen aus den Gleichgewichts- 
lagen die rucktreibenden Krafte lineare Funktionen dieser 
Verruckungen sind. Dann laBt sich jede mogliche Bewegung 
dieses Systems von 3 N  Freiheitsgraden als Superposition von

1) O. S te r n , Ann. d. Phys. 49. p. 823. 1916.
2) P. D e b y e , Ann. d. Phys. 39. p. 789. 1912.
3) M. B orn  u. Th. v. K a rm a n , Phys. Zeitschr. 13. p. 297. 1912.

Annalen der Physik. IV. Folge. 51. 16
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8 N  harmonischen Schwingungen auffassen. Sind vx, v2 . . . v3N 
die Frequenzen (pro Sek.) dieser Schwingungen, so ist die 
Entropie S  des Systems nach P la n c k 1):

(1)
hve 
k T

live

worin k die Boltzm annsche, h die Plancksche Konstante 
und T die absolute Temperatur ist. Dabei ist fur T =  0 nach 
N ernst S — 0 gesetzt. Es ist jetzt unsere Aufgabe, die ve zu 
berechnen.

H oh e T em peraturen.
Wir beschranken uns zunachst auf soleh hohe Tem­

peraturen, daB fur das betrachtete System die klassische 
Molekulartheorie mit genugender Annaherung gilt, d. h. auf 
solche Werte von T, daB auch fur die groBte vorkommende 
Frequenz der Ausdruck Jiv/kT als klein gegen 1 betrachtet 
werden kann. Dann wird nach (1) die Entropie des Systems:

I'jjy bve h i ,ba
(2) S = ^ k - k \ n  *T - — 3k N  — 3 A A  In — k\n IT ve ;

e e
1,3 A

wobei 77 ve das Produkt aller ve bedeutet.2) (Ist N  gleich der
e

Zahl der Molekule im Mol, so ist It N  gleich der Gaskonstanten 
B). Wir brauchen also, um die Entropie fur hohe Temperaturen 
zu berechnen, nicht die Werte der einzelnen Frequenzen, 
sondern nur den Wert ihres Produkts zu kennen. Um zu ver- 
meiden, daB eine oder mebrere der Frequenzen Null werden,

1,3 N
und somit auch 77 ve gleich Null wird, wollen wir zunachst

e
voraussetzen, daB das System durch von auBen auf einzelne 
der Massenpunkte wirkende elastische Kriifte in geeigneter 
Weise festgehalten wird, so daB es sich auch als Ganzes nicht 
kraftefrei bewegen kann.

& 1,SA
Wir berechnen nun 77ve. Bezeichnen wir die Korn-

e
ponenten der kleinen Yerriickungen der N  Massenpunkte aus

1) M. P la n c k , Warmestrahlung. 2. Aufl. p. 141. 1913.
1 ,3A

2) DaB fur hohe Temperaturen S = konst — k In 11 vK ist, laBt sich 
leicbt auch dirt kt molekulartheoretisch zeigen.
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ihren Gleichgewichtslagen nach den drei Bichtungen eines 
kartesischen Koordinatensystems in fortlaufender Numerierung 
mit | l5 | 2 . . . £3Nund der Symmetrie halber die entsprechenden 
Massen mit mx, m2 . . .m3Ar, wobei naturlich immer mindestens 
je drei Werte der m als zu demselben Massenpunkt gehorig 
gleich sind, so lauten die 3 N  Bewegungsgleichungen unseres 
Systems:

(3) mn £n = C(n, l i l  +  Un, 2 |2 +  • • • Un, 3N^3N {n ~  1,2 ... 3 A) . 
Diese Gleichungen werden durch den Ansatz:

i 2 71 V t
L  =  Un e [n =  1 ,2 ... 3 A)

gelost. Durch Einsetzen in (3) ergeben sich fur die 3 N  GroBen 
un die 3 N  linearen Gleichungen:
«n,i Wl +  cen>2u2 +  ...  (ccn> n +  mn 4 n2 v2) un +  ...  ant3Nu3N =  0

(n =  1, 2 . . .  3A).
Die Bedingung daftir, daB diese Gleichungen Werte fiir die 

un ergeben, die nicht samtlich gleich Null sind, ist das Ver- 
schwinden der Determinante der Koeffizienten der un, also:

«ltl+  W*l43I2«'8, cclj2 , 

«2. i , a 2.2 +  m2 4 n 2v 2 ,

&l, 3N 
M2,3 N

C i3N ,\ > &3N, 2 j • • • >  &3N, 3 N  +  m 3 N  4  7T2

Bezeichnen wir 4 n 2 v2 mit x und an,x/m x mit an,x usw., 
so konnen wir, nach Division jeder Zeile durch das in ihr vor­
kommende mn, auch schreiben:

(4)

®1, 1 +  % y ®1, 2 f • • • 5 ®1, 3A
a 2, 1 j a 2, 2 +  x  y • • •>  a 2 ,3  N

a 3 N ,l  j a 3 N ,2  » • • • >  a 3 N , 3 N - \ - x

= 0

Denken wir uns diese Determinante entwickelt und nach 
Potenzen von x geordnet, so wird (4)
(5) P 5*  +  A l  x 3n - i  +  . . .  A n x +  . . .  A3N_xx +  A3N =  0,

wobei mit A n der Koeffizient der (3 N  — n) ten Potenz von 
x bezeichnet ist. Diese Koeffizienten A n' stehen mit den

16 *
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Elementen aitk der Detemiinante (4) in folgendem einfachen 
Zusammenhang. Bezeichnen wir die aus (4) durch Fortlassung 
der x entstehende Determinante:

o l, 1 7 0-1,2 , •7 al, 3 N

°2 , l 7 0‘2, 2 ? ■ 7 0.2, 32V

«3  2V, 1 , «32V, 2 > ••7 a 3 N, 3 N

mit D3N und die Summe aller ihrer moglichen Hauptunter- 
determinanten wter Ordnnng mit Dn, so ist A n ~  DnA) Es 
ist also z. B.

Ai =  Dx =  av l  +  a2,2 +  • • • o3N,3N 
usw. bis A 3N= D 3N. Gleichung (5) wird also:
(5 a) +  Dx + . . .D n *?N~n +  . . .  ^ 32v-i x +  D3n =  0 .

Das ist eine Gleichung 8 N  ten Grades fur die Unbekannte 
x= 4:7 i2v2, deren 8 jV Wurzeln die mit 4^r2 multiplizierten 
Quadrate der von uns gesuchten Eigenfrequenzen des Systems 
sind. Das heiJBt, was wir suchen, ist ja nur das Produkt dieser

1) Die Richtigkeit dieses Satzes sieht man leicht ein, wenn man 
in der Determinante (4) zu jedem der von x  freien Elemente 4- 0 hinzu- 
setzt, die so entstandene Determinante mit lauter zweigliederigen E le­
menten in eine Summe von Determinanten mit lauter eingliederigen 
Elementen zerlegt und dann immer die Determinanten, welche die gleiche 
Anzahl von Elementen x  enthalten, zusammenfaBt. Z. B. ist:

1 ai\ +  *7 "l2 7 al3 an 4- x ,  a]2 + 0 , a13 +  0

1 2̂1 ’ 2̂2 4- x a23 = «2i 4- 0, a22 + x , a23 + 0
a31 7 ®32 > a33 +  x "si +  0 , a3 4- 0, a34 +  x
X, 0, 0 ®ii) o, 0 x , al2 , 0 x ,, 0 , a13

=

oo' + a21, x, 0 +

oo

+ 0, x , a23
0, 0, x a3l , 0, x 0, a32 , x 0, 0, a83

®11 7 a i 2 7 0 a U 0,  a 13 X , «127 "is a il  7 ®12 7 a 23
+ ° i l  7 ^22 0 + a 2\ x ,  a 23 4- o , a 22 7 a 23 4- "21 7 a 22 7 a 23

®3l 7 a 32 7 X a 31 0, a 33 0 , a 32 7 a 33 a 3l 7 a 32 7 a 33
= x 3 4- x* (au +  a22 +  a33)

ail 7 °12 , an  7"T“ I _ «13 | , * a22 7 "23 | \ _j_
"ll 7 ai2? "lS
®21 7 2̂2 7 a23a21 7 °22 1 ff31 7 "33 1 a32 7 ®33 1 / a311 a321 a33

s. z. B. E. P a s c a l ,  Die Determinanten, p. 42. B. G. Teubner 1900.

Uber eine Methode zur Berechnung der Entropie usw. 241

1,32V
Eigenfrequenzen, also das Produkt JJ xe der 8 N  Wurzeln

e
der Gleichung (5 a). Nach einem bekannten Satze der elemen- 
taren Algebra ist aber dieses Produkt gleich dem mit (—l) 3̂  
multiplizierten Absolutglied der Gleichung (5a). Es ist also:

1,32V 1,32V
(6) n . i e = 77(2 % ve )2 =  +  D3N = jZ^arl,

e e

da sich zeigen laBt, daB samtliche Hauptunterdeterminanten 
gerader Ordnung von D3N positiv, ungerader negativ sein 
mussen, falls die doppelte potentielle Energie

2® =  -
i i,k

(*=M)
stets positiv sein soli.1) Daher wird nach (2) die Entropie 
des Systems:
(7) S = 2 ijV - 3 A iV ]nj^ - ± ] n | / ; 3 * | .

Somit ist die Bestimmung der Entropie eines beliebigen 
Systems elastisch gekoppelter Massenpunkte fur hohe Ten> 
peraturen auf die verhaltnismaBig einfache Aufgabe der Be­
rechnung der ohne weiteres aus den Bewegungsgleichungen 
des Systems folgenden Determinante D3N zuriickgefuhrt.

Wir wollen uns jetzt noch von der Yoraussetzung, daB 
unser System von auBen festgehalten wird, befreien und 
annehmen, daB wir ein abgeschlossenes System vor uns haben, 
das sich als Ganzes kraftefrei bewegen kann. Wie wir wissen, 
besitzt ein solches System drei Ereiheitsgrade der Translation 
und drei der Dotation, denen kein endlicher Wert der Frequenz 
entspricht, und es werden daher sechs der Wurzeln der 
Gleichung (5 a) und somit auch die sechs letzten Koeffizienten 
D3N bis D3Ar_5 gleich Null sein. Das Produkt der 8 A - 6  
von Null verschiedenen Wurzeln ist dann gleich D3N_G, und 
die Entropie des Systems, soweit sie von Freiheitsgraden mit 
endlicher Frequenz herrtihrt, wird:
(7 a) S' =  A (32V- 6) -  h [3I f -  6) l n ^  -  1  In |I W - . |.

Wir wollen nun der Yollstandigkeit halber noch nach- 
weisen, daB aus der Voraussetzung, daB unser System als

1) Vgl. z. B. H. W eb er , Algebra 1, § 89. 2. Aufl. Braunschweig
1898.
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Ganzes kraftefrei beweglich ist, tatsachlich das Yerschwinden 
der Ausdrucke DZN bis D3N_5 folgt. Zu diesem Zwecke fiihren 
wir zunachst eine andere fur die folgenden Rechnungen be- 
quemere Bezeichnungsweise ein, und zwar bezeichnen wir die 
Massen der N  Punkte mil m-, . . . mN, ihre Yerriickungen nach 
der x-, y- und 2-Achse des kartesischen Koordinatensystems 
mit £1. . r]1 . . yN, . . £N und die Koeffizienten der £, y, £
in den Bewegungsgleichungen mit a, 6, y. Dann lauten die 
3 N  Bewegungsgleichungen des Systems:

m n £n  — « 3 » - 2 , l f l  +  • • • # 3 n -2 ,lV  £ n  +  ^ 3 n - 2 , \ V \ .

+  ■ • • /?i n - 2 ,N V N  +  Z3m-2,lCl +  • • • 7Sn-2 , N £n  , 

m n Vn =  # 3 « - l , l f l  +  • • • C ( S n - l , N ^ N  +  / ? 3 n - l , l ^ l

+  • • • P 3 n - l , N V N  +  7 3 w - 1 , l £ l  +  • • • 7 3 ii- 1 , n £ n } 

m n £ n —  # 3 n : 1 f l  +  • • • #3?i, N  £ n  +  @3n, 1 V l

+  • • • § 3 n, n Vn  +  7 3 n, 1 Cl +  • • • 7 3 n , N  £n •
(n =  1, 2 . . .  A7) .

Die allgemeinste infinitesimale Bewegung des Systems als 
Ganzen erhalten wir durch den Ansatz:

| £n £ ~T~ d  ̂ yn •
(9) yn --=r) + r  xn — p zn , (n =  1 , 2 . . .  N)

' Cn =  £ + v yn — g xn,
wobei wir mit xn, yn, zn die Koordinaten des nten Punktes 
bezeichnen. Da bei der durch (9) dargestellten Bewegung des 
Systems keiner der Massenpunkte eine Beschleunigung erhalten 
soil, so mussen, wenn wir die in (9) angesetzten £n, yn, £n in die 
Bewegungsgleichungen (8) einsetzen, deren samtliche linke Seiten 
gleich Null werden. Das ergibt, da die Koeffizienten der 6 
willkiirlich wahlbaren £, rj, £, p, q, rin jederder3  N  Gleichungen 
einzeln gleich Null sein mussen, folgende 18 N  Gleichungen:

1 ,N 1 ,N i ,jsr
(10) 2 a<* = °> =  =k k k
1,AT 1 , N  1, N

^(Y ik?/k-P ikzk) = U’ = 0
k k k

{i =  1, 2 ... 3 A7) .
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In der Determinante:
# 1 ,1  • • • 7 i , v

/ i w  \ 3 ;
I l l m . ) - J ) 3 N =  . . . .
\ i  1 ; .

• •

| # 3  N , l ‘ • • 7 3 N , N

bestehen also zwischen den 3 N  Elementen jeder Zeile sechs 
lineare Gleichungen. Walden wir daher in der obigen Deter­
minante 6 beliebige Spalten aus, so ist es stets moglich, in jeder 
Zeile die 6 den ausgewahlten Spalten angehorigen Elemente 
der Zeile als lineare Funktionen der (3 N  — 6) iibrigen Ele­
mente der Zeile auszudrucken, und zwar ist der lineare Zu- 
sammenhang fur alle Zeilen der gleiche, wie ohne weiteres aus 
den Gleichungen (10) hervorgeht, die keine von i abhiingigen 
Koeffizienten der Determinantenelemente enthalten. Wir 
konnen daher durch Multiplikation von (3 N  — 6)-Spalten mit 
geeigneten, durch die Gleichungen (10) bestimmten Faktoren 
und Addition zu den iibrigen 6 Spalten samtliche Elemente 
letzterer zu Null machen. Folglich sind samtliche Unter- 
determinanten von AZN und somit auch von DZN von hoherer 
als der (3 N — 6) ten Ordnung gleich Null, die Determinante 
DSNi$t vom Range (3 N  — 6). Da nun die Ausdrucke DZN, . ., 
D3N_5 die Summen aller moglichen Hauptdeterminanten von 
Dzn von 3 N-ter, . ., (3 N — 5) ter Ordnung sind, so sind sie 
samtlich gleich Null, was zu beweisen war.

E in d im en sion a les B eiap iel.
Wir wollen als einfaches Beispiel ein abgeschlossenes ein­

dimensionales System von N  gleichen Massenpunkten unter 
der vereinfachenden Annahme behandeln, daB immer nur 
unmittelbar benachbarte Punkte aufeinander Krafte ausuben. 
Bezeichnen wir mit m die Masse eines Punktes und mit a die 
Konstante der elastischen Kraft, die der Abstandsanderung 
von zwei benachbarten Punkten entgegenwirkt, so lauten die 
Bewegungsgleichungen des Systems:

m ii =  a (i2 ~  £],) =  -  a +  # i 2
rn i2=  a (£x — £2) -f a (S3 — £a) =  a ^  — 2 a +  a £3

m £#= U (£n-  1 £n) =  a CjV-1 — a £n -
Die Determinante DN, die an Stelle von D3N im drei- 

dimensionalen Falle tritt, ergibt sich daraus zu:
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a a . . 0
a - 2 a  . . 0

0 0 . . - a.

, wobei a — — ist.m

Es ist Dn =  0, Dy., =t= 0 in Ubereinstimmung damit, daB 
unser System einen Freiheitsgrad der Translation besitzt.

ist leicht berechenbar. Es ist z. B. die n te Hauptunter- 
determinante (N — l)ter Ordnung von DN gleich
— a a

a — 2 a

- 2 a 0 _
0 -  2 a

— a

2 a 

— 2 a

- 2 a a
a -  2 a

— a

nnng, die zweite (N ~  n)ter Ordnung ist. Indem wir in 
letzterer Determinante zu der ersten Spalte alle ubrigen hinzu- 
addieren, erhalten wir:

— 2 a  a 
a — 2 a

— a 
0

a
— 2 a — 2 a

*
— a — a

-- --  O
— a

In gleicher Weise fortfahrend, ergibt sich der Wert der 
zweiten Determinante zu (— a)^~n und analog der Wert der 
ersten Determinante zu (— a)”- 1. Der Wert der n ten — und 
da n beliebig ist, einer jederi — Hauptunterdeterminante 
(N — l)ter Ordnung von DN ist also (— a)N~n . (— o)n~x =  
(— a)^-1, so daB die Summe aller moglichen solchen Deter- 
minanten DN - 1 = A  —  \ m

oJ
N - \

wird.1) Die Entropie des Systems ist demnach: 
1) Nach B o rn -K a rm a n  (1. c.) wiirde

2jr
1,-ZV-l AT_ 1 (•

In =  In J l  (27i O2 =  —----- / In
e 'Ztt J0

1 • <P 
810 ~2 d cp

also | Dn _ x
N - 1

= (N  — 1) In -

warden. Die — tiir die meisten Zweeke belanglose — Abweichung von 
dem obigen exakten Werte riihrt daher, daB bei der B.-K.schen Methode 
das Spektrum des endliehen Systems durch das kontinuierliche des un- 
endlich ausgedebnten approximiert wird.
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S =  k (IV — 1) — k (N — 1) In

=  { N —  1)(A  -  k In
h v„

J t

2n/cT 
k

-  1) I n —-------k - In W2 m  2

In N ,

w obei =  v0 gesetzt ist.

An dieser Formel ist nun etwas zunachst sehr iiber- 
raschend, namlich das Auftreten des letzten Gliedes kj2 In N, 
welches besagt, daB die Entropie nicht proportional der Menge 
der Substanz ist, sondern noch explizit von dieser abhangt. 
Eiigen wir z. B. zwei Stiicke der gleichen Substanz, die N ± 
und N  2 A tome enthalten, zu einem einzigen aus N x +  N 2 
Atomen bestehenden Stiicke zusammen, so nimmt dabei die 
Entropie um den Betrag

k -
k T  .A7! • iV2

zu. Hierbei sind nur die beiden ersten Glieder, in welchen 
die Anderung der Oberflachenentropie mit enthalten ist, 
\'on der GroBe der zusammengefiigten Stiicke unabhangig, 
dagegen nicht das dritte Glied. Obwohl die dadurch be- 
dingte Abweichung von der Additivitat der Entropie viel zu 
ldein ist, um sich bei Experimenten bemerkbar zu machen, 
erscheint dieses Besultat paradox. Eine genauere Uberlegung 
zeigt nun, daB diese Paradoxie nur durch die Unvollstandig- 
keit unserer bisherigen Bechnungen verursacht wird, die darin 
besteht, daB wir nicht die gesamte Entropie unseres Systems 
berechnet haben, sondern nur den Anteil, der von Freiheits- 
graden mit endlicher Erequenz herriihrt. Wir wollen dieses 
Versaumnis jetzt nachholen und zunachst fiir das obige System 
die Entropie des Ereiheitsgrades der Translation mit beriick- 
sichtigen. Damit diese Entropie einen endliehen Wert erhalt, 
setzen wir voraus, daB sich das System nur innerhalb eines 
endliehen Yolumens (Strecke) V, das wir der Einfachheit 
halber als groB gegen die Systemdimensionen annehmen, als 
Ganzes kraftefrei bewegen kann. Dann ist die Entropie s ' des 
Freiheitsgrades der Translation, wie sich in Analogie zu dem 
ausfuhrlich behandelten dreidimensionalen Fall1) ergibt, Wenn 
wir mit M =  N m die Gesamtmasse des Systems bezeichnen:

1) Vgl. O. S ack u r, Ann. d. Phys. 40. p. 67. 1913; H. T e tr o d e ,  
Ann. d. Phys. 38. p. 414; 39. p. 255. 1912; O. S te r n , Phys. Zeifcschr. 
14. p. 629. 1913; H. T e tr o d e , Proc. Amsterdam 17. p. 1167. 1915.
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s' =  k In V +  f  k — k In

— k In V +  § k — k In
(2 71 M k T)l/2

------ ----- j- +  4  In N .
(2n m k  T) k  2

Somit ist die gesamte Entropie des Systems: 

S — S' -)- s' — k In V +  4 k — k In
( 11)

2 7i m k T 1, 2

-j- (N — 1) ^  — k In hvA) 
Ic T

Hierin tritt die Zahl der Atome des Systems nur noch 
als Faktor auf, so daB die Entropieanderung beim Zusammen- 
fiigen von zwei Stricken der Snbstanz unabhangig von der 
GroBe der Stiicke wird.

Die Rechnung laBt- sich iibrigens in ganz entspreeliender 
Weise fiir ein System von N  verschiedenen Atomen durch- 
fiihren. Bezeichnen wir mit m* die Masse des iten Atoms nnd 
mit oq die Konstante der zwischen dem item, und (i +  l)ten 
Atom wirkenden elastischen Kraft, so wird:

B  A7 = 1 ,2V
I I  mi

-«1 <x1 0

al — -« 2  2̂
0 1<M1sf

&n-l
und nach einer analogen Rechnung wie oben: 

B n - i =
1,2V-1

Un
1,2V-1

n „ :t,2V
S 'm  = M__1,2V -fi i 1 ,N

I£mi 1 II mt

wobei wieder M  die Gesamtmasse des Systems ist. Also tritt 
in S' ein Glied — h/2 In M  auf, das sich gegen das Glied 
+  fc/2 In M  in s' weghebt, und es wird die Gesamtentropie

(12)

S =  S' -)- s' =  k In K+  [N +  -|-) k — k N  In k -f-

(N — |-) k In (2 ji k T)

1,2V-1 
Hu,-

2 ln Unii

unabhangig von der Gesamtmasse des Systems.
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U n ab h angigk eit der G esam tentrop ie von  der M asse und den  
T ragheitsm om enten  des System s.

Es laBt sich nun ganz allgemein fur ein beliebiges System 
elastisch gekoppelter Massenpunkte zeigen, daB die durch die 
Freiheitsgrade der Translation und Rotation bedingte Ab- 
hangigkeit der Entropie des Systems von seiner Masse und 
seinen Tragheitsmomenten durch das Auftreten dieser GroBen 
in dem Ausdruck fiir die Entropie der Freiheitsgrade mit 
endlicher Frequenz gerade kompensiert wird, so daB die ge­
samte Entropie von Masse und Tragheitsmomenten unabhangig 
wird. Dieses Verhalten ist eine direkte Folge der Impuls- 
und Momentensatze, die bewirken, daB in dem Determinanten- 
ausdruck fiir II v Masse und Tragheitsmomente als Faktoren 
auftreten.

Wir wollen den Beweis dafiir zunachst fiir das allgemeinste 
eindimensionale System fiihren. Die Bewegungsgleichungen des 
aus N  Atomen bestehenden Systems lauten:
Xn — ma | n =  Un 1 +  • • • Kn n £n +  • • • &n 2V %N- {n ~  1 ,2 ... A )

Bezeichnen wir mit AN die Determinante 
«n • • • v \n I 1, N

5 =  Dn • Ilm-i ,I ...........| i
I CiN 1 • • • &NN I

so gelten infolge der Bedingung, daB das System als Ganzes 
kraftefrei beweglich sei, fiir die aik folgende N  Gleichungen:

(13) S « ik = 0. (* =  1,2 . . .  N)
k 1 ,2V

Ferner muB infolge des Impulssatzes ^ \ X i ~  0 sein, was,
i

da die £v £2 . . gN unabhangig voneinander sind, die N  Glei­
chungen
(13a) (& =  1, 2 ... N)

k
liefert. Aus (13) und (13 a) folgt, daB alle Hauptunterdeter- 
minanten (N — l)ter Ordnung von AN gleich sind. Denn wir 
konnen z. B. die zu amm komplementare Unterdeterminante 
auf folgende Weise in die zu ann komplementare umwandeln. 
Wir addieren zunachst zur n ten Spalte alle ubrigen Spalten 
hinzu, wodurch infolge der Gleichungen (18) ihre Elemente,
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nach Multiplikation mit — 1, in die der raten Spalte ver- 
wandelt werden, nnd stellen dann durch Spaltenvertauschung 
die richtige Eeihenfolge her. Sodann verwandeln wir mit 
Hilfe der Gleichungen (13 a) durch J^ddition der iibrigen Zeilen 
zur wten ihre Elemente in die der mten Zeile, multiplizieren 
mit —1 und erhalten so schliehlich durch Zeilenvertauschung 
die zu ann komplementare Unterdeterminante. Ein Zeichen- 
wechsel findet insgesamt nicht statt, weil die Anzahl der 
Yertauschungen bei den Spalten und Zeilen die gleiche 
ist. Da n und m beliebig sind, sind alle Hauptunterdeter- 
minanten (N — lite r Ordnung von AN gleich. Bezeichne ich 
eine von ihnen mit A', so ist die zu ann komplementare Unter­
determinante von Dn gleich

1,2V
IL m (

A'

und die Summe
1, 2V

= 2  A — = M ~Ar-
IL rnt Ilm-i

Daraus folgt:
S' =  [N — 1) k — (V — 1) k In

andererseits ist:

h k A'
2n k T 2" l n  K . V

IL mi
-  y  In M,

* = f  A — h ln  ----A— - +  k ln F +  -  In M.[2n k I ) 12 2
Also ist die gesamte Entropie des Systems:

(14)

S = S' +  s' =  k ln F +  (jV> i) k -  N k \ n  h +

(2V-J)* In (2**7)- y i n
IL mi

unabhangig von M.
Im zweidimensionalen Fall schreiben wir die Bewegungs- 

gleichungen fur das allgemeinste aus N  Massenpunkten be- 
stehende System:

Xn =  mn £n = cc n 1 +  . . .  a -f- ft n 1 rj\ -f- . ..  fixn N ijn ,

i n =z m n flu =  ® nl 4 " • • • V n N ^ N  ~U f t n l  V l  4 “ • • • f t n N t f N ’
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Dann wird die Determinante
XU\\ X«12V f t i  • • f i n

A
X2̂V 1 X#2V2V QXPni • • ft N N^2 N  = ,,y Uy i y• • «12V fth  •

,.y&NI y. . ccNN f a i  • • f a x
Fiir die ii und fta gelten infolge

Do2 N  *
1,2V
Jim.

das System als Ganzes kraftefrei beweglich sei, die 6 N  
Gleichungen:

1 .IV 1,2V 1,2V 1,2V

o, 2 ^  =  o, =  2 $ '*  =  °-

(15) 12  «** — ft** ** =  o , 2  <%*y* — (ft* xk = o
X k k
l (* '=1 ,2  . . .  A)

und infolge des Impuls- und Momentensatzes
1,2V 1,2V 1,2V

die zu (15) entsprechenden 6 N  Gleichungen:
1, V  1,2V 1,2V 1,2V

= = 2/9?* = o, 2/Jfi = c
* i i i

(15a)  ̂ -  «?**, = o- -  /»**. = o.
i i

(A = 1, 2 ... AT)
Aus (15) oder (15 a) folgt zunachst, dafi alle Unterdeter- 

minanten von A2N von hoherer als (2 N ~  3) ter Ordnung 
Null sind. Von den Hauptunterdeterminanten (2 N  — 3) ter 
(und niedrigerer) Ordnung sind ferner alle, bei denen nicht 
mindestens ein Hauptelement ox und fty fehlt, ebenfalls gleich 
Null; zwischen den iibrigen bestehen infolge (15) und (15a) 
folgende Beziehungen. Betrachten wir zunachst die Unter- 
determinanten, bei denen an Hauptelementen zwei ax und 
ein fty fehlen. Dann sind alle, bei denen die gleichen a* aber 
ein beliebiges fty fehlen, gleich, da sie sich in der gleichen
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Weise, wie wir es beim eindimensionalen Fall durchgefiihrt 
haben, ineinander umwandeln lassen. Bezeichnen wir ferner
mit A ^  die Hauptunterdeterminante, in der die Elemente
a*tl ’ ^mmy Pynn fehlen, so konnen wir mit Hilfe der Gleichnngen 
(15) und (15 a) von

A lm zu A lP
n  n

iibergehen. Es ist iiamlich nach (15):

(16) a .
ip Vm -Vl

... + . . . , («■= 1 , 2 . . .N)

wobei die Punkte die anderen Elemente der Iten Zeile von 
A 1™', mit analogen Faktoren wie axiv multipliziert, bedeuten, 
und die gleiche Beziehung gilt fur die ayim. Indem wir also 
die pte Spalte von A 1™, und somit auch A lm selbsfc, mit 

— ——— multiplizieren und zu ihr die anderen mit den durchVm Vl
16) bestimmten Faktoren multiplizierten Spalten hinzuaddieren, 
verwandeln wir alle Elemente der pten Spalte in die ent- 
sprechenden der mten Spalte. die wir schlieBlich durch Spalten- 
vertauschung in die richtige Beihenfolge bringen. Da nun 
nach (15 a) fur die i te Spalte die Gleichung

(16 a) y„ -  yi
y» yi

gilt und die gleiche Beziehung fiir die j3xmi besteht, konnen 
wir die gleiche Operation wie soeben mit den Spalten jetzt 
mit den Zeilen vornehmen und erhalten so schlieBlich die 
Beziehung:

a im  (yP ~ yd2 a p̂
n (ym-  yd2 n

Auf gleichem Wege erhalten wir:

a  ip ~ y ^  _  a p ?
n {yi -  yP)2 n ’

so daB wir schlieBlich, unter Berucksichtigung des oben uber 
iBynn Gesagten, zu der Beziehung kommen:

A- I m A P?
{ym -  yif (yq -  yPf
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wobei die Indizes l, m, n und p, q, r beliebige Werte zwischen 
1 und N  haben konnen, falls nur l =}= m und p =|= q ist. Die 
entsprechenden Beziehungen bestehen naturlich auch zwischen 
den Hauptunterdeterminanten, bei denen an Hauptelementen 
ein ax und zwei (3y fehlen, d. h. es ist

A n
i w

(Xm — X i f

A r__P(1_
(Xq XpP = konst.

SchlieBlich laBt sich in derselben Weise zeigen, daB

A r
l m

(Xm -  X i f

A l P
------—s-, also konst. =  A" ist.(yP -  yi)

Da wir nun aus einer Unterdeterminante 
Ordnung von A2N die entsprechende von D2N
plikation mit dem Faktor ~ Nm ” erhalten,

III mi)

(2 N  — 3) ter 
durch Multi-

wobei l, m, n

die Indizes der in der betreffenden Unterdeterminante fehlenden 
Zeilen sind, so erhalten wir die Summe aller Hauptunter­
determinanten (2IV —3) ter Ordnung von D2N folgender- 
maBen. Die Summe der N  Hauptunterdeterminanten 
(2 AT — 3) ter Ordnung, in der die Elemente axu und axnn 
fehlen, ist:

(mi + ,w2 + • • mN) A m  M
----------------- — - — «----------------m.m A .. — -----------------l . N  

11 W ,  

i

Die Summe aller derjenigen. in denen liberhaupt zwei 
Hauptelemente ax fehlen, erhalten wir, indem wir soWohl l 
als n alle Werte von 1 bis N  durchlaufen lassen, wobei stets 
l 4= n sein muB. Diese Summe, die aus N  • ( f ) Summanden 
besteht, ist daher:

M 1,N
“ □ r p  • 2 rni mn (y« -  vi? -4 " .

u ,„ ) -

Den gleichen Ausdruck, in dem nur x an Stelle von y 
tritt, erhalten wir fiir die Summe der Hauptunterdeter­
minanten, in denen zwei Hauptelemente (3y fehlen. Somit wirch
die gesamte Summe
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(17)

1 ,N
&2n -3  =  M -  2  m l rnn [(xn -  x]1 +  {yn -  y f r J • N 

l ’ n  ( U  n u
\ , N  A „

— yl/ • "V m. m r 2 • — — .l n In / l . N  \2 7
l, n ii »>,

wobei rln die Entfernung der beiden Massenpunkte l und n 
bedentet.

Es laBt sich nun leicht zeigen, dab
1, N

... .
vl n ' i n2  m- ri~2 =  M ' -J

l, 11
ist, falls J  das Tragheitsmoment des Systems um die durch 
den Schwerpunkt gehende Achse ist. Bezeichnen wir namlich 
mit l  und die Koordinaten des Schwerpunktes, so ist:

1, N

J = 2  ™i [(** -  £)2 +  iVi ~  i))2] •
Nun ist

1, N  1 , N  1 , N  1 , N

2  mi (** -  i f  = 2  wi -v - 2 s 2  mi xi + i 2 2  rnii i i i
f l , N  Y  1, N l . N  / 1,JV
( 2  mi ) 2  mi • 2  n>i x? ~ ( 2  x>NT1 2=  >, m. x.i i ], ,v 

2  >»i
M

Eassen wir nun im Zahler diejenigen Summanden, die 
den gemeinsamen Faktor nil mn enthalten, zusammen, so 
erhalten wir:

mx mn xn2 +  mn mx xL2 — 2 ml mn xx xn =  ml mn (xn — xx)2. 
Baher ist der ganze Zahler glejch

1,N
2  m i m niXn ~  x i ?  7l. n

und es ist
1 , N

1, N  2  ml m„ (%n -  %l?
2  mi (xi -  i f  = — — -ji-------- •

Da das Gleiche fur die y-Achse gilt, so ist
1, N
2  »>i m n [(xn-  x t)2 + (yn-  y tf]

J =  S it_____________________

(18)

.1/
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n lcJO j-T N
M  J  =  2  mt mn r* n,

l, n

was wir beweisen wollten. Somit wird nach (17):
A"1 , N  \  

R nti
und die Entropie 

S' = [2Ar-  3 ) ^ -  k In -

Andererseits ist1)

h
2 n k T 4- In 1 , N

I L  m  i

- 2  In M%J.

s -  k In 2 % F+ -  k -  k In----^ 2 -  +  -  In M 2J.
2 (2n kT ),i 2

Also ist die gesamte Entropie des Systems:
S =  S' +  * '=  h In 27tV+ [2 N -  \)h  -  2N k  In h

(19) [ 2 N -  |)A In (2 n k T )~  S  ln 1 , N  
T L  77li

wiederum unabhangig von Masse und Tragheitsmoment.
In analoger Weise labt sich schlieblich fiir das allgemeinste 

dreidimensionale System ,zeigen lassen, daB die von den 
8 Freiheitsgraden der Translation und den 3 Freiheitsgraden 
der Dotation herruhrende Abhangigkeit der Entropie von dem 
Ausdruck M3- J x • J 2 • J 3, wobei J v  J 2, J z die drei Haupt- 
tragheitsmomente durch den Schwerpunkt sind, dadurch auf- 
gehoben wird, daB M 3 • J x • J 2 ■ J 3 als Eaktor aus D3N_(} ab- 
gesondert werden kann. Die Durchfuhrung der etwas umstand- 
lichen Rechnung soli bier nur kurz angegeben werden.

Bezeichnen wir mit Tx, Tv, Tz die Tragheitsmomente und 
mit Ux, Uy, Uz die Deviationsmomente um drei Achsen durch 
den Schwerpunkt des Systems, die den Achsen des zugrunde 
gelegten Koordinatensystems parallel sind, so sind J lt J.2, J 3 
die drei Wurzeln der Gleichung2):

S3 1 1 S3 1 T - U - ux  z y X y
-  U T - J  -  Vz y X = 0, also ist êL • J2 • e/g = - u z T -y ux

1 1 
:

S3 1 s -  U - u Ty x  z y X Z

1) Vgl. die Zitate p.245, sowie O. S te r n , Ann. d. Phys. 44. p. 521. 1914.
2) s. z. B. Cl. S c h a e fe r , Einfuhrung in die theoretische Physik 1. 

p. 349. 1914.
Annalen der Physik. IV. Folge. 51. 17
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Entwickeln wir diesen Ausdiuck und fiihien wir die
1 , N

GroBen 0 X =  2 ™fxi ~  i f  uncl anal°g ®y llnd s0 er-
i

gibt eine leichte Umformung:
/, • - W ,  - Tx (0, 0 , -  UJ) + Ty (0, 0 2 -  + (0„ 0 , -  V.*)

+ 2 u . v t v y
Nun ist nach (18):

1, N
M = 2  mi (*i -  xkf ’ •» •

und ebenso ist;
1, N

MUx = ^E mi mk (yf -  lJk) (zi -  zk)»• « *

Also ist:
i.tf

M 2 { ® y  O z  -  V x )  =  2  m i m k W l W m C (yf -  y f f  (Zl -  Zm f  ~  (lM  ~  V f

(zi -  h ) ( v i - i / J ( zi -  * J]», k, l,m

1 , N

= 2  mi mk mi rnm C(y« -  y») (ri -  *J  -  (y« -  y J
und: h ~  *•)]*

1 , N

(20)

2 M3 (6X 0  0Z -  Ux Uy Uz) =  2  mi wkwz mn mo [2 ixi -  Xkf
i, k, l, m  7 i, o

(yt -  ymY K  -  zof ~  2 (y, - y*)(*i-  ^ r zJ ( * r * A "  *<>)i,y
(y„ - y j ]  = 2  mi mk mi w m mn r n o [(*>• -  xk) (y* -  y J  (yn -  y»)

i ,  fc, Z, 777,71, O

-  (** -  Xm)il/n ~  yo)(Zi -  ^ ] 2 ■
Somit wird:

hN .
M3 Jx • / 2 • Js =  2 > ;  w& »*, mn mo j [ (y. -  yk) [zl -  z J

t ,  k, l, 777, 77, O

-  (y, -  y J  (*, -  ^)]2 * [(y» -  3/0)2 + (*. -  ^)23 + [(*, -
'\Xl -  XJ  ~  (Zl ~  ZJ  iXi -  ^k)] 2 • [(*« -  2of +  (*» -  ô)2] 
+ i{xi — xi) (y, — 3/777) ~ (A’z — 7̂7?) (3/7 — 3/k) ] 2 ■ C (a’t7 — x o f

+ (y,7 -  y0)2] + [ k— (yz -  y J  -  2 o) -  -  * J
— y0)(̂ i — } •

In der Determinante — die Bezeichnungen sind im folgen- 
den analog dem zweidimensionalen Fall — :

X X
11, N  \ 3 (Z1.1 . • y\ir i
[ n m \  - . *
‘ >■ / z z

Mn  1 • • Vn n
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bestehen nun zwischen den 8 N Elementen einer jeden Zeile die 
sechs linearen Gleichungen (11), so daB man nach Eliminierung 
von funf beliebigen Elementen eine lineare Gleichung zwischen 
den (8 N — 5) ubrigen erhalt. Die gleichen Beziehungen gelten 
infolge der Impulssatze fur die Elemente der Spalten. Wir 
konnen daher, genau so wie oben, solche Hauptunterdetermi- 
nanten (8 N  — 6) ter Ordnung, in denen funf gleiche Haupt- 
elemente fehlen, ineinander umwandeln. Somit lassen sich 
fiberhaupt alle moglichen Hauptunterdeterminanten (3W — 6) ter 
Ordnung ineinander iiberfiihren und sind gleich ein und der- 
selben Determinante A"', multipliziert mit bestimmten aus den 
Koeffizienten der Gleichungen (11), xn, yn, zn) gebildeten 
Faktoren. Die Durchfiihrung der elementaren — dem zwei­
dimensionalen Fall ganz analogen — Rechnung zeigt, daB 
diese Faktoren gerade die in (20) auftretenden Ausdriicke sind. 
Bezeichnen wir also irgendeine dieser Unterdeterminanten, 
dividiert durch den zu ihr gehorigen Faktor, z. B.

ik  
Aim  

n o
[(Xi -  x m) (yn -  y B) (xt -  Xk) -  (xn -  x a)(yi -  y k)(zi  -  x m)}*

mit A'", so ist die Summe aller moglichen Hauptunterdeter- 
minanten (3 A -6 )  ter Ordnung von DS,N:

A'"^ 3jff-6 = M 3 • */x • */2 • / 3 1N s •
[nmA

Folglich ist nach (7 a):

*' =  (3TV- 6) (i -  4 In -  D n T iA v  -  T lD
UZm,-

Andererseits ist:

5' =  A In 8 7r3 F +  4 A — A In (2 T)3 +  y •

Also ist die gesamte Entropie des Systems:

= 5' +  S' =  Aln8 7r2 F +  (3 iV - 2)k +  3 iV 3c In A 
(21) + ( 3 N - 3 ) k \ n 2 n k T - ± . l n - ^ —3,

I [nmi]

unabhangig von Gesamtmasse und Tragheitsmomenten.
17*
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Wollte man, wie beim eindimensionalen Beispiel, beWeisen, 
dab die Entropieanderung beim Zusammenfiigen zweier Stiicke 
unabhangig von deren Grb.Be ist, so miiBte man wieder be- 
stimmte Annahmen iiber die Wirkungsweite der Molekular- 
krafte machen, z. B. wie oben, daB nnr unmittelbar benachbarte 
Massenpunkte anfeinander Krafte ausiiben.

SchlieBlich sei noeh kurz bemerkt, daB sich die obigen 
Rechnungen auch umgekehrt zur Ableitung der sog.,Entropie- 
konstanten verwenden lassen. Man geht etwa von zwei 
Systemen bei tiefer Temperatur, bei der die Entropie der 
Freiheitsgrade mit endlicher Freqnenz gleich Null ist, ans, 
erwarmt sie dann soweit, bis auch fiir diese Freiheitsgrade 
die klassische Molekulartheorie gilt, und fiigt sie zu einem 
System zusammen, welches man zum SchluB wieder auf die 
tiefe Temperatur abkiihlt. Man erhalt dann fiir die hierbei 
auftretende Entropinanderung denrichtigen S acku r-T e trode- 
schen Ausdruck.

T iefere T em peraturen.
Um die Entropie des Systems auch fiir tiefere Tem­

peraturen, bei denen die Vernachlassigung von hv/kT  gegen 1 
nicht mehr erlaubt ist, zu berechnen, bedienen wir uns einer 
Methode, welche die Weiterbildung eines von H. T h irr in g 1) 
benutzten Yerfahrens darstellt, und entwickeln S in eine 
Reihe. Ist ™ h v

h v
Tt -  1

die Energie eines Freiheitsgrades mit der Erequenz v, und 
bezeichnen wir voriibergehend hv/kT  mit x, so wird unter Be- 
nutzung der schon mehrfach2) hierfiir verwendeten Reihe:

A
2 !

(22) 1 +  A. *4 • B
2 2 !  4 ! ‘ 6 !

_  _±!4- -C* i "8- X6____ b(?-1
in der die B* die Bernoullischen Zahlen sind, die Energie

l
(23)

F — li v ——- — — hv e — 1 x
1 , A  „ A  ̂ ,3
T  +  T!

A+ - + . . . )  = h v  Fix).

Da Reihe (22) fiir alle Werte von | x \ < 2  n  konvergiert, 
so konvergiert Reihe (28) fiir alle Werte von T ^ h v / ^ n k .

1) H. T h ir r in g , Physik. Zeitschr. 14. p. 867. 1913.
2) H. T h irr in g . 1. c .; P. D e b y e , 1. c.
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Bezeichnen wir nun mit T  eine Temperatur, die letzterer 
Bedingung geniigt, mit eine sehr hohe Temperatur, und 
mit s und s^ die Entropie des Freiheitsgrades bei diesen 
Temperaturen, so wird:

s =  *oo +  \ d T =  5oo-f k j ^ ^ - x d x

= k
Tx
Ziln x. k In

1 />, ,  3 A  4 5 B6 6
Vl +  R Rl X  ~  +2 2 ! ”  4 4 !  ~  . 1 6 6 !

Indem wir nun wieder x durch liv /kT  ersetzen und iiber 
alle Freiheitsgrade unseres Systems summieren, erhalten wir 
fiir seine Entropie:

h l , 3 V - 6
S' = { 3 N -  6) k -  (3N -  6) k In ~  — k In Z7V

e
1 ,3 V  1 ,3 V

1 A / A \
2 2! U  T)

+
1 ,3V

6 6! \k T) jiLmJ e +

Die hier auftretenden Summon der geraden Potenzen 
aller Frequenzen des Systems lassen sich aber, genau so wie

1.3 V —6
es bei 77 ve der Fall war, durch die Koeffizienten Dn der

t
Gleichung (5a) ausdriicken, deren Wurzeln xlt x2. . xZN ja 
die Quadrate der mit 2^r multiplizierten Eigenfrequenzen 
vv v2> • • vzv sind- Nach den Newtonschen Formeln, die 
wir in Determinantenform schreiben, ist namlich:

1,3 V  1,3 V

2**=*= -  A  =  (2rc)2 j|>e2>
e e

1 ,3  V

2 * /  =e
A  i

2 D2 Dl =
1,3 V

(2^ )4 2 ^ e S
e

1,3 N A 1 0 1,3 N

2 X 3 =  - 2 A  A 1 1 =  i2 ™)6 2 > e6e 3 D3 A A I €

USW.,

wobei infolge des iiber die Vorzeichen der Di zu Formel 6) 
Gesagten die Summon immer gleich den Absolutwerten der
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Determinanten aus dsn D. sind. Zusammenfassend kiinnen wir 
demnach aus dem Vorhergehenden folgende Yorscbrift fiir die 
Berechnung der Entropie eines abgeschlossenen Systems von 
N  elastisch gekoppelten Massenpunkten fiir solch hohe Tem­
peraturen, daB fiir die groBte vorkonunende Frequenz

ist, herleiten: Man biide aus den 3 N  Bewegungsgleichungen 
des Systems die Determinante:

D?, N —

« 1 ,1  • • • a l ,3  N

«3.V,1* • • a 3N, 3N

Bezeichnet man dann mit Dn die Summe alter moglichen 
Hauptunterdeterminanten nter Ordnung von D3N, so ist die 
von Freiheitsgraden mit endlicher Frequenz herriihrende 
Entropie des Systems:

' S' - ( 8 V - 6) k- (3N -  6) k In -  T  ln j B* » -6

, 7 r 1 J52 / h  \ 2 n  _  A  B * ( ____h X  I Dl 1
(24) “ !_ 2 2! i 2n IcT ) j 1 | 4 4! I 2n k T  j j 2D2 D1

Dl 1 0 1 15 B6 | * V 2 Dt Pi 1 | - . . .
6 6! 2 n k T  ) 3 D3 P , P i 1

Auch der temperaturabhangige Anteil der Energie E' und 
der freien Energie F' =  E' — T S' laBt sich, wie aus (28) 
folgt, als Funktion der Dn darstellen. Es ist:

I E' = A T f(3A - 6) + 2! \
h \ 2 

2ti k T  ) A
(25) B< ( „ V Pi 1 1 1

i f f 2 7i k T ) 2 P2 Pi 1 * "J
und

F ' = (3 N -  6) k T In - h
2n Jc In | [

(26) + k T l 1 B, I h y  I
2 2! [ 2tt k T ) \

1 h ‘ 1 Di 1 | _
{ I n k  T ; s c ,  d ,
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SchluB.

Durch die im vorhergehenden entwickelte Methode wird 
das Problem, die Entropie eines beliebigen Systems elastisch 
gekoppelter Massenpunkte fiir nicht zu tiefe Temperaturen 
streng zu berechnen, auf die Aufgabe, bestimmte Deter­
minanten zu berechnen, zuriickgefiihrt. Da nach unseren 
jetzigen Anschauungen alle festen Stoffe derartige Systeme 
sind, besteht hiernach die physikalische Aufgabe bei der Be­
rechnung der Entropie fester Stoffe von beliebiger Zusammen- 
setzung, Gestalt und Oberflache nur noch in der Aufstellung 
des passenden molekularmechanischen Modells, aus dem die 
Bewegungsgleichungen und somit die Determinante D3n ohne 
weiteres folgen. Es ist daher anzunehmen, daB die vorliegende 
Methode nicht nur fiir die Theorie der festen Losungen, in 
welcher ohne sie wohl eine strenge Behandlung der meisten 
Spezialfalle iiberhaupt ausgeschlossen ware, sondern auch fiir 
manche anderen Probleme, die durch die bisherigen Methoden 
nicht losbar sind, sich fruchtbar erweisen wird. Ich denke 
dabei u. a. besonders an die Frage der Oberflachenentropie, 
d. h. der Temperaturabhangigkeit der Oberflachenspannung.1) 
Um diese GroBe fiir einen einatomigen regular kristalli- 
sierten Stoff bei hohen Temperaturen zu erhalten, konnte man 
— iz. B. unter Zugrundelegung des von Born und K&r- 
m an 2) benut.zten Modells oder eines noch einfacheren — 
etwa folgendermaBen verfahren. Man denkt sich N  Atome 
des Stoffs zunachst- zu einem rechtwinkligen Parallelepiped 
mit den Ivantenlangen a, b, c. sodann zu einem mit den 
Kantenlangen a', b', c' angeordnet. Wahlt man nun die 
Kantenlangen so, daB a -f b +  c ~  a' +  b' -f c' ist, so enthalten 
beide Anordnungen die gleiche Anzahl Eck- und Kanten- 
molekiile, dagegen Oberflachenmolektile in verschiedener Zahl. 
Enthalt etwa die erste Anordnung n Oberflachenmolekiile 
mehr als die zweite, und berechnen wir A'" fiir die erste zu 
D, fiir die zweite zu D', so ist h/2 In D/D' die Entropiezunahme 
bei Umwandlung aus der ersten Anordnung in die zweite, 
d. h. wenn wir n Atome aus dem Innern an die Oberflache 
schaffen, nimmt die Entropie um den obigen Betrag zu.

1) Vgl. hierzu die Arbeiten von M ad elu n g  u. B o r n -C o u r a n t, 
Physik. Zeitschr. 14 p. 729 u. 731. 1913.

2) M. B orn  u. Th. v. K a rm a n , 1. c.
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Wahlen wir n gleich der Zahl der in einem Qnadratzentimeter 
Oberflache enthaltenen Atome, so ist Ze/2 In D/D' der Temperatur- 
koeffizient der Oberflachenspannung, eine von der Temperatur 
unabhangige Funktion der Elastizitatskonstanten. Allerdings 
kann nnter Umstanden in dem Ausdruck k j2 In D/D' auch 
eine infolge der reinen Gestaltsanderung auftretende Entropiezu- 
nahme enthalten sein, doch ist diese dann leicht zu eliminieien. 
Schwieriger liegt die Sache bei dem praktisch allein inter- 
essanten Falle der Elussigkeiten, also der Ableitung des Ge- 
setzes von E otvos, weil wir fiir diese kein molekularmecha- 
nisches Modell besitzen. Jedenfalls wiirde man in diesem 
Falle am besten so vorgehen, daB man eine regelmaBige dichte 
Kugelhaufenlagerung der Atome voranssetzt und annimmt, daB 
zwisehen den Mittelpunkten benachbarter Atome eine quasi- 
elastische Zentralkraft der Anderung des — iiberall gleichen — 
Abstandes entgegenwirkt. Leider ist es mir bisher nicht ge- 
lungen, die hier auftretenden Determinanten anszurechnen. Ich 
hoffe, daB die Mathematiker sich dieses dankbaren, rein rech- 
nerischen Problems annehmen werden.

Zusam m enfassung.

Das Eesnltat der vorliegenden Arbeit laBt sich kurz etwa 
dahin zusammenfassen, daB gezeigt wird:

Um fiir nicht allzu tiefe Temperatnren die Entropie 
eines beliebigen, aus elastisch gekoppelten Massenpunkten be- 
stehenden Systems von n Freiheitsgraden vollstandig streng 
zu berechnen, ist es nicht notig, die Eigenfrequenzen des 
Systems einzeln zu berechnen, d. h. eine Gleichung nten 
Grades aufzulosen, sondern es geniigt, bestimmte symmetrische 
Funktionen dieser Eigenfrequenzen, d. h. eine Determinante 
n ten Grades bzw. ihre Hauptunterdeterminanten zu berechnen, 
eine Aufgabe, die im Gegensatz zur ersterwahnten prinzipiell 
stets losbar ist. Ferner wird festgestellt, daB die gesamte 
Entropie des Systems von seiner Masse und seinen Tragheits- 
momenten unabhangig ist. SchlieBlich wird auf die Bedeutung 
der Methode fiir die exakte Theorie der Oberflachenspannung 
hingewiesen,

Lom sha, Juli 1916.
(Eingegangen 2. August 1916.)
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W EINSTEIN, B., Die Physik der bewegten Materie und die Relativitatstheorie.
XII, 424 Seiten. 1913. M. 16.—, geb. M. 18.—.

Der Verfasser hat die Physik der bewegten Materie und die Eelativitatslehre, die 
zu ihr gehort, so sorgfaltig als nur moglich behandeln wollen. Mitteilung der Tatsachen 
und Theorien ist der eine Zweck seines Buches, eingehende Kritik der Versuchsergebnisse 
und der Grundlagen ist der andere. Auf Klarheit der Kenntnisse und Erkenntnisse geht 
das Bucb aus. Die modernen und modernsten Lebren sind behandelt, aber aueb diejenigen 
Leliren, die mancher scbon als „abgetan“ eraehtet, obwobl sie friiher das Fundament dieser 
Wissenscbaft gebildet liaben.

Wenn die Relativitatstheorie auch im Mittelpunkt der Darstellung stebt, so konnte 
der Zweck einer kritiscben Darstellung doch nur durch Einbeziehung der ganzen Physik 
der bewegten Materie erreiebt werden. Hierdurch diirfte dem Bucb ein dauernder und 
weiterer Wert verliehen worden s e in ._______________  ____

BOLTZMANN. LUDWIG, Wissenschaftliche Abhandlungen. Im Auftrage und mit 
Unterstutzung der Akademien der Wissenschaften zu Berlin, Gottingen, 
Leipzig, Miinchen u. Wien heratisg. von Prof. Dr. Fr. H asenoh  rl in Wien. 

I. Band (1865—1874). VIII, 652 S. mit vielen Abb. 1908.
M. 18.40, geb. M. 20.—.

II. Band (1875—1881). VI, 596 S. mit Abb. 1909. M. 17.—, geb. M. 18.60, 
III. Band (1882—1905). VIII, 706 S. mit Abb. 1909. M. 20.60, geb. M. 22.40.

Es war eine Ehrenpflicht, die Gesammelten Abhandlungen des hedeutenden Physikers 
in einbeitlicher Ausstattung herauszugeben. Yiele von den Abhandlungen sind in scbwer 
zuga'nglichen Akademie-Schriften und in anderen Publikationen enthalten.______________

SCHP.EBER, K. und P. SPRINGMANN, Experimentierende Physik. Zugleich voll­
standig umgearbeitete deutsche Ausgabe von Henri Abrahams ,,Recueil 
d’experiences elementaires de Physique'*.

I. Band. VIII, 171 S. mit 230 Abbildungen. 1905. M. 3.60, geb. M. 4.40. 
II. Band. VI, 364 S. m. 450 Abb, u. einer Spektraltaf. 1906. M.8.—,geb. M. 8.80.

Das vorliegende Physikbuch enthalt eine systematische Behandlung der Physik in 
einfacben und mit verhaltnismaBig wenig Hilfsmitteln ausfuhrbaren Experimenten. Die 
Darstellung der Yersuche ist so eingerichtet, dafi der Experimentierende stets in der Lage 
ist das der Beobaclitung zugrunde liegende Gesetz selbst zu finden. Der erste Teil enthalt 
..Mechanik fester, flussiger und gasfbrmiger Korper“ , ,,Akustik“ >,Warme und als 
Einleitung ,,Werkstattarbeiten“. Der zweite Teil enthalt ,,Optik“ und ,,Elektnzitat und als 
Einleitung ,,Schreibtkcharbeiten“. Das Bucb eignet sieh fur jeden, der fur Physik Interesse 
hat, sowohl als Leitfaden fOr den ersten Laboratoriumsunterneht, wie zum selbstandigen 
experimentellen Forsclien. ____________ _____________________

BOLTZMANN. L.. Populare Schriften. VIII, 440 S. 1905. M. 8.— , geb. M.9.—.
Physikalische Zeitschrift. Dafi die Lekture des Werkes jedem Leser unserer Zeitschrift 

senufireiche Stunden bereiten wird, bedarf wohl kaum der Versicberung. Vortrage liber 
grundlegende Fragen der exakten Wissenscbaften, Gedachtnisreden auf K ir c h h o t f ,  
S tefa n °  L o s c l im id t ,  Erorterungen uber philosophische Gegenstande und last not least 
die Reise eines deutscben Professors ins Eldorado voll kostlicben Humors, Ernst und Scherz 
in geistvollem Geplauder vermengend, das alles zieht an dem Leser voruber, auch Lber- 
rascbungen harren desselben, die aber hier nicht verraten werden sollen. MuB der Referent 
]etzt noch versichern, daB die popularen Schriften B o ltz m a n n s  auch in den Handen der 
iibrigen Leser sein sollten?

ERDMANN-KONIG’s GrundriB der allgemeinen Warenkunde unter Beriicksichtigung 
der Technologie und Mikroskopie. Fiir Handelsschulen, Handelsakademien 
und Handelshochschulen, gewerbliche Lehranstalten, zur V o rb ild u n g  
fiir L eh ram tsk an d id a ten  und zur Weiterbildung fiir Kaufleute und 
Techniker in praktischen Betrieben. In 12. bis 14. Auf lage bearbeitet 
von weil. Schulrat Prof. Eduard H anausek . 15. Auflage, vollstandig 
neubearbeitet von Ing. E rnst R em en ovsk y , Assistent und Supplent der 
Wiener Handelsakademie. XXXII, 954 S. mit 565 Abbild. und 14 Taf. 
1915. M. 20.— , geb. M. 22.— , Ausgabe in 2 Bande geb. M. 23. .

Cbemiker-Zeitung: Ein Buch, daB scbon in 14. Auflage erscbeint, empfieblt sicb selbst, 
da es mit der Gescbicbte des behandelten Wissenszweiges verwachsen , sich offenbar in 
jeder neuen Auflage den geanderten Anforderungen anpassen muBte, wenn stets wieder 
Neuaufiagen moglich sein sollten!

HOPPE, FRITZ, Die Elektrizitatswerkbetriebe im Lichte der Statistic 2., vollstandig
umgearb. u. erweiterte Aufl. des Buches: Was lehren die Statistiken der Elek- 
trizitatswerke fiir das Projektieren und die Betriebsbuchfiihrung von elektrischen 
Zentralen? Nach den neuesten Statistiken. bearbeitet. VIII, 321 S. mit 
116 graph. Darst. und 200 Tab. 1908. M. 12.—, geb. M. 13.20.

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist es, die samtlichen sicb in den Statistiken 
befindlicben Daten, welche zum Projektieren von elektrischen Stromerzeugungs- und Strom- 
verteilungsanlagen wichtig sind, und welche einen Anhalt fur Aufstellung von Betnebskosten- 
und Rentabilitatsberecbnungen geben konnen, ubersichtlich zusammenzustellen, ferner aber 
zu zeigen, was die Statistiken fiir den Betrieb, speziell fiir Betriebsfuhrung und Betnebs- 
kontrolle leliren.

Metzger & Wittig, Leipzig.
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D O LTZM A N N , L., Vorlesungen iiber Maxwells Theorie der Eleklrizitat und des 

Lichtes. I. Teil. XII, 139 Seiten mit vielen Textfiguren und 2 litho- 
graphischen Tafeln. 1891. II. Teil. V*III, 166 Seiten mit Figuren im 
Text und zwei Tabellen. 1893. 2. unveninderter Abdruck 1908.

jo M. 5.—, gob. M. 6.—.
Nur ein Boltzmann konnte den oft unentwirrbar komplizierten Plan des Maxwellschen 

Lehrgebaudes bis in alle Details so verstehen, um ihn mit dieser Klarheit bloBzulegea. 
Aus den einfachsten Annahmen — den Gesetzen der cyklischen Bewegungen und der 
Lagrangeschen Gleichung — entwickeln sicli die weittragendsten Sehliisse mit einer Klar­
heit und Eleganz, die neben der vollendeten wissenschaftlichen Befriedigung auch einen 
hervorragenden iistbetischen GenuB bietet.

D O LTZM A N N , L., Vorlesungen iiber Gastheorie. I. Teil. Theorie der Gase 
mit einatomigen Molekiilen, deren Dimensionen gegen die mittlere Weg- 
lange verschwinden. IV, 200 Seiten. 2. unveriinderter Abdruck 1910.

0.—, geb. M. 7.—. II. Teil. Uber die van der Waalssche Theorie, 
die Gase mit mehratomigen Molekiilen und die Dissoziation. X, 265 Seiten. 
2. unverandeter Abdruck. 1912. M. 7.—, geb. M. 8._.

D O LTZM A N N , L., Vorlesungen iiber die Prinzipe der Mechanik. 1. Teil: Ent- 
”  haltend die Prinzipe, bei denen nicht Ausdriieke nach der Zeit in- 

tegriert werden, welche Vaviationen der Ivoordinaten oder ihrer Ab- 
leitungen nach der Zeit euthalten. X, 241 S. mit 16 Figuren. 2. un- 
veranderter Abdruck. 1910. . M. 6.—, geb. M. 7.—.
II. Tetl: Entlialtend die Wirkungsprinzipe, die Lagrangeschen GTei- 
chungen und deren Anwendungen. X, 336 S. mit 10 Figuren. 1904.

M. 9.—, geb. M. 10.—.

C 8 E R T, H., Anleitung zum Glasblasen. 4., vollig umgearbeitete Auflage. XII, 
123 S. mit 75 Figuren. 1912. M. 2.80, geb. M. 3.50.

Chemiker-Zeitung: Die Erfahrungen, welche der Yerfasser sowohl beim Glasblasen 
wie beim Unterricht gesammelt hat, haben ihn auf den fruchtbaren Gedanken gebracht, 
die Anleitung zum Glasblasen in die Form eines systematischen, aus fiinf Ubungsstufen 
bestehenden Unterrichtskursus zu bringen, welcher alle im Laboratorium gewohnlich zur 
Anwendung kommenden Glasblaserarbeiten berilcksiehtigt. . . Die Darstellung ist knapp 
und iiberaus klar und laBt iiberall erkennen, daB der Yerfasser, welcher es in seiner Wissen- 
schaft zu iiohem Ansehen gebracht hat, auch in der Kunst des Glasblasens Meister ist.

C LB S , KARL, Die Akkumulatoren. Eine gemeinfaflliche Darlegung ihrer Wir- 
kungsweise, Leistung u. Behandlung. 4. Aufl. 48 S. mit 3Fig. 1908. M .l.—.

Das Schriftchen gibt eine iiuBerst klare und gemeinverstandliche Erklarung des 
Prinzips der Akkumulatoren, sowie die Begeln fur deren Behandlung und Benutzung. Es 
wendet sich nicht nur an Chemiker und Physiker, sondern ebenso an Physiologen, Gym- 
nasial- und Mittelschullehrer, Arzte und Zahnarzte, welche aus Unkenntnis oft schlimme 
Erfahrungen mit Akkumulatoren machen.

U ELM H O LTZ, H. v., Wissenschaftliche Abhandlungen. 3 Bande. Mit 2 Portriits 
■ ■ und 8 lithographischen Tafeln, in Leinen gebunden unbeschnitten M. 58.—.

(I. Band VIII, 938 Seiten. 1882. M. 20.—. II. Band VIII, 1021 Seiten.
1883. M. 20.—. III. Band XXXIX, 655 Seiten. 1895. M. 18.—.)

Die wissenschaftlichen Arbeiten von Helmholtz sind von betrachtlichem EinfluB auf 
den Entwicklungsgang der theoretischen Physik unserer Zeit gewesen. Durch die Ver- 
einigung der seinerzeit als Einzeldrucke Oder in verschiedenen wissenschaftlichen Zeit- 
schriften erschienenen Arbeiten in gleichmafiigem modernen Wiederabdruck werden die- 
selben der wissenschaftlichen Welt bequem zuganglich gemacht.

H ERTZ, H., Gesaramelte Werke. Band I. Schriften vermischten Inhalts. XXIX, 
368 Seiten mit 35 Figuren, 1 Tafel. Einleitung von Ph. L enard und 
Portrat des Verf. 1895. Preis M. 12.—. Band II. Untersuchungen iiber 
die Ausbreitung der elektr. Kraft. 3. Aufl. 1914. VIII, 296 S. m. 40 Fig. 
M. 6. — . Band III. Die Prinzipien der Mechanik in neuem Zusammenhange 
dargestellt. Mit einem Vorwort von H. v. H elm h oltz . 2. Aufl. XXIX, 
312 Seiten. 1910. M. 12.—. In Halbfr. geb. jeder Band M. 1.50. mehr.

Das Lebenswerk des friih dahingegangenen Gelehrten liegt in den vorstehenden 
drei Banden abgeschlossen vor. Je mehr man sich in die geistvollen und klaren Dar- 
stellungen versenkt, um so mehr bedauert man, daB der Tod seinem Wirken ein so kurzes 
Ziel gesteckt hat.

PLANCK, MAX, Neue Bahnen der physikalischen Erkenntnis. Rede, gelialten 
beim Antritt des Rektorats der Friedrich-Wilhelm-Universitat Berlin am 
15. Oktober 1913. 28 Seiten. 1913. M. 1.—.
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2. D ie  JEntropie fe s te r  Lit su n  yen  ; 
vo n  O tto  S t e r n .

E in le itu n g .

Die Frage, ob die Entropie von Losnngen dem N ernst- 
schen Theorem gehorcht und bei abnehmender Temperatur 
gegen Null konvergiert, ist sehr umstritten. N ernst u. a.1) 
bejahen sie, E in s te in  und P la n c k 2) verneinen sie. Nach 
der Ansicht der letzten beiden Forscher ist beim absoluten 
Nullpunkt die Entropie S0 eines aus h Komponenten be­
stehenden Gemisches pro Mol gleich

1, li j ,

(R Gaskonstante, Molenbruch der i-ten Komponente). Die 
Entropie S des Gemisches bei der Temperatur T wiirde dem- 
nach T

« = 50+
0

sein (c spezifische Warme des Gemisches). Nach N ernst 
dagegen ist S0 =  0, also

T

J i dT-o
Wir wollen zunachst die Bchwierigkeiten, die diese Annahme 
mit sich bringt, darlegen und die zugunsten der P lanck -E in - 
steinschen Auffassung sprechenden Griinde kurz erortern. Am 
einfachsten gestaltet sich die Diskussion fur den Fall eines 
Gemisches aus chemisch sehr ahnlichen Komponenten. Fur 
ein solches gilt erfahrungsgemaB der Satz, daB der Partial- 
dampfdruck einer jeden Komponente proportional ihrem

1) W. N e r n s t , Sitzber. d. Kgl. PreuB. Akad. d. Wiss. 1913 (972); 
W. H. K eeso m , Phys. Zeit sehr. 14. p. 665. 1913.

2) M. P la n c k , Thermodynamik. 4. Aufl. p. 279ff. 1913; A. E in ­
s t e in ,  Zweiter Briisseler SolvaykongreB 1913.
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Molenbruch ist. Um diesen Satz molekulartheoretisch zu 
verstehen, bedienen wir uns eines von Hrn. E in ste in  mehr- 
fach angewandten Kunstgriffes, namlich der Methode der 
gekennzeichneten Molekiile. Wir betrachten eine chemisch ein- 
heitliche kondensierte Phase (Eliissigkoit oder festen Stoff) 
im Gleichgewicht mit der dampfformigen Phase und denken 
uns nun einen bestimmten Bruchteil der Molekiile, ohne ihre 
Eigenschaften sonst ini geringsten zu verandern, irgendwie 
gekennzeichnet, z. B., grobsinnlich gesprochen, rot gefarbt. 
Dann ist es klar, daB im Gleichgewicht der Prozentsatz der 
roten Molekiile in der kondensierten und in der dampfformigen 
Phase gleich sein wird, d. li. das obige Partialdampfdruck- 
gesetz ist in diesem Ealle, der den idealen Grenzfall eines 
Gemisches aus chemisch sehr ahnlichen Komponenten dar- 
stellt, erfiillt. Die Entropiezunahme, die beim isothermen 
Mischen der beiden Komponenten stattfindet, kbnnen wir mit 
Etilfe des Partialdampfdruckgesetzes leicht berechnen, indem 
wir die Mischung reversibel durch isotherme Destination vor- 
nehmen.1) Da die Mischungswarme in diesem Fall gleich Null 
ist, ergibt sich die Entropieanderung zu

R x. In l
Xi 1

falls wir die Giiltigkeit der idealen Gasgesetze fiir den Dampf 
voraussetzen. Diese Voraussetzung bleibt aber, da es sich um 
gesattigte Dampfe handelt. bis zu den tiefsten Temperaturen 
herab giiltig, und ebenso ist nicht einzusehen, weshalb die 
Uberlegung mit den gekennzeichneten Molekulen, bei der ja 
von Temperatur gar nicht die Bede war, bei tiefen Tempe­
raturen versagen sollte. Wir miissen daher annehmen, daB 
die Entropiezunahme beim Mischen der roten und der un- 
gefarbten Molekiile auch fur T =  0 gleich

bleibt. Doch brauchen wir uns nicht auf diesen idealen Grenz­
fall zu beschranken. Das systematische Glied

1, h
R 2  x. In i

Xi

D Ngl. z. B. O. S a ck n r , Lehrbuch der Thermochemie und Thermo- 
dynamik.
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ist ja bei genugend hohen Temperaturen sicher auch in deni Aus- 
druck fiir die Entropie eines Gemisches von chemisch sehr ver- 
schiedenen Stoffen enthalten. Ware nun nach N ernst S0 — 0, 
so muBte dieses Glied durch die Integration fiber c /T  ent- 
stehen. Das ist aber ausgeschlossen, falls man annimmt, daB 
die spezifische Warme c eines Mischkristalls als Summe der 
spezifischen Warmen seiner Eigenschwingungen nach der 
P lanck-E insteinschen  Formel berechnet werden kann. Wes­
halb diese Uberlegungen, die mir lange Zeit die starksten 
Griinde gegen die Allgemeingiiltigkeit des Nernstschen Theo­
rems zu sein schienen, doch in die Irre fiihren, und wie man 
auf wohl einwandf'reie Weise die Entropie einer festen Losung 
fiir beliebige Temperaturen bis zum absoluten Nullpunkt 
herab berechnen kann, soil im folgenden gezeigt werden.

B erech n u n g  der E n trop ie  e in er  festen  L osung.

Wir betrachten einen Mischkristall, eine feste Losung, 
die aus (1 — x) Molen =  (1 — x) N  Molekulen des Stoffes A 
und aus x Molen — x N  Molekulen des Stoffes B besteht. 
Wir wollen die Stoffe im folgenden als einatomig voraussetzen; 
doch geschieht dies nur, um Weitschweifigkeiten zu ver- 
rneiden, da unsere Uberlegungen, wie sich zeigen wird, ebenso 
fiir Molekiile gelten. Wir nehmen ferner an; daB die Atome 
im Mischkristall an raumgitterartig angeordnete Gleich- 
gewichtslagen gebunden sind, und daB alle Atome ihre Platze 
miteinander tauschen konnen, wozu prinzipiell jede noch so 
langsame Diffusion geniigt. Die Entropie einer solchen Lo­
sung konnte man bei hohen Temperaturen, im Giiltigkeits - 
gebiete der klassischen Molekulartheorie, etwa folgendermaBen 
berechnen. Wir denken uns eine sehr groBe Zahl, z. B. 
ebenfalls N , von Exemplaren unseres Mischkristalls im 
Gleichgewicht mit einem groBen Warmebade. Dann werden 
in einem bestimmten Moment alle mbglichen Zustande, die 
der Mischkristall uberhaupt annehmen kann, unter diesen N  
Exemplaren vertreten sein, z. B. auch solche Zustande, die 
volliger Entmischung entsprechen. Als die Wahrscheinlichkeit 
eines bestimmten Zustandes bezeichnen wir seine prozentische 
Haufigkeit, d. h. die Zahl der in ilnn befindlichen Exemplare, 
dividiert durch N. Wir hatten die Wahrscheinlichkeit eines 
Zustandes iibrigens auch auf solche Weise definieren konnen,
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daB wir einen Mischkristall sehr lange Zeit hindurch beobachten 
und angeben, welchen Bruchteil dieser Zeit sich der Kristall 
in dem betreffenden Zustande auf halt. Die raumlich oder 
zeitlich definierte Wahrscheinlichkeit eines Znstandes hangt 
mm, wie die statistische Mechanik lehrt, nur von seiner 
Energie e ab; sie ist bekanntlich proportional

1 )ie V ahrscheinlichkeiten aller moglichen Zustande sind also 
bekannt, wenn ihre Energiedifferenzen gegeben sind, und die 
Entropie des Mischkristalls laBt. sich dann nach den Regeln 
der statistischen Mechanik leicht aus diesen Wahrscheinlich- 
keiten berechnen. Leider versagt diese Methode aus bisher 
noch unbekannten Griinden bei tiefen Temperaturen, und die 
dann an ihre Stelle tretende Quantentheorie ermoglicht es 
zur Zeit noch nicht, das vorliegende Problem in einwandfreier 
Weise zu behandeln.

Aus dieser Schwierigkeit hilft uns im vorliegenden Falle 
eine von der iiblichen abweichende Definition des Zu- 
standes. Bei der iiblichen, auch den obigen Ausfuhrungen 
zugrunde liegenden, Zustandsdefinition wire! ein bestimmter 
Zustand des Mischkristalls durch die Angabe der Lagen 
und Geschwindigkeiten samtlicher Atome inner bulb bestimm­
ter, sehr kleiner Grenzen charakterisiert. Das ist nun eine 
fur unsere Zwecke viel zu eingehende Zustandsdefinition. 
Nehmen wir namlieh an, daB die Atome des Mischkristalls 
Schwingungen um raumgitterartig angeordnete Gleichgewichts- 
lagen ausfiihren, so interessiert uns bei unserem Problem der 
Mischung hauptsachlich die Art der Verteilung der Atome A 
und B liber diese Gleichgewichtslagen. Wir wrollen daher 
festsetzen, daB ein bestimmter Zustand des Kristalls durch 
die Angabe dieser Verteilung vollstandig definiert ist, wobei 
naturlich die Lagen und Geschwindigkeiten der einzelnen 
Atome in weiten Grenzen beliebig sind. Ferner wollen wir 
noch alle Zustande, die dadurch ineinander iibergefiihrt werden 
konnen, daB Atome gleicher Art die Platze tauschen, als 
identisch ansehen. SchlieBlich wird es im allgemeinen die 
Symmetric des Kristalls mit sich bringen, daB immer je r 
dieser Zustande durch Drehung ineinander iibergefiihrt werden
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konnen (die Beriicksichtigung der endlichen Ausdehnung des 
Kristalls wiirde eine minimale Korrektur bediugen). Auch 
solche Zustande betrachten wir als identisch. Nach diesen 
Festsetzungen ist die Zahl Z der moglichen Zustande des 
Mischkristalls gleich

N \ _________1_
(1 — x) N \  x  N \  r ’

namlieh glejch der Zahl der verschiedenen Arten, auf die man 
die Atome iiber die N  Gleichgewichtslagen des Raumgitters des 
Mischkristalls, dessen auBere Form als konstant angenommen 
wird, verteilen kann, dividiert durch r. Jeden dieser Zustande 
konnen wir nun — und das ist der Grand, weshalb wir den 
Zustand auf diese besondere Art und Weise definierten — als 
eine bestimmte chemische Verbindung der (1 — x) N  Atome des 
Stoff'es A und .der x N  Atome des Stoffes B zu dem groBen 
Molekul des Mischkristalls ansehen. Die neueren Untersuchun- 
gen iiber die Konstitution der Kristalle lassen keinen Zweifel zu, 
daB diese Auffassung durchaus demWesen der Sache entspricht. 
Es sind also die Z  Zustande unseres Mischkristalls die Z  Iso- 
meren der chemischen Verbindung, von welcher der Misch­
kristall ein Molekul ist. Die Aufgabe, die Wahrscheinlich- 
keiten aller moglichen Zustande und die Entropie der Losung 
zu berechnen, ist nunmehr, durch die besondere Art, das 
Problem zu formulieren, eine einfache Aufgabe aus der che­
mischen Gleichgewichtslehre geworden, die fur beliebige Tem­
peraturen rein thermodynamisch gelost werden kann.

Die Ausfiihrung gestaltet sich etwa folgendermaBen. Wir 
wahlen als Warmebad ein ideales Gas, in dem die N  Exern- 
plare des Mischkristalls, dem EinfluB der Schwerkraft entzogen, 
suspendiert sind. Das Volumen V des GefaBes, in dem das 
ganze System enthalten ist, sei so groB, daB der durch die 
Brownsche Bewegung der Mischkristalle verursachte Druck 
auf die Wand des GefaBes den idealen Gasgesetzen gehorcht. 
Wir bezeichnen mit % die Zahl der Mischkristalle im 7-ten 
Zustande oder, mit anderen Worten, die Zahl der Molekiile 
des i-ten Isomeren im chemischen Gleichgewicht, mit

den Molenbruch des i-ten Isomeren. Das Isomere 1 entspreclie 
dem ungemischten Zustande, den wir durch eine bestimmte
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Form der Grenzflache zwischen den reinen Komponenten 
charakterisiert annehmen. Wir denken uns nun an dem GefaB 
7j halbdurchlassige Wande angebracht, deren jede fiir je ein 
Isomeres und das als Warmebad dienende ideale Gas durch- 
lassig ist und an ein durch einen Stempel verschlossenes GefaB 
grenzt, welches das betreffende Isomere in der Gleichgewichts- 
konzentration enthalt. Wir ziehen jetzt den Stempel des 
AnsatzgefaBes mit dem Isomeren i reversibel um das Yolumen V 
heraus und stoBen gleichzeitig den Stempel des AnsatzgefaBes 
mit dem Isomeren 1 reversibel so weit hinein, daB nt Molekiile 
aus dem Zustand 1 in den Zustand i uberfiihrt werden. Die 
hierbei aufgenommene Warmemenge ist ni (si—e1), falls e{ 
die Energie des Mischkristalls im Zustande i bedeutet. Die 
durch den ProzeB bewirkte EntrOpiezunahme ist also

Andererseits ist dS  gleich der Entropiedifferenz zwischen den 
entstandenen und verschwundenen Stoffen, d. h. es ist

d S =  g. [R In j  +  3 R\n T +  S j -  R In j  -  3 R  In T -  S01 j

+  ni K  ~  <R) •

Hierin stellt die erste Klammer den von der fortschreitenden 
und drehenden Brownschen Bewegung der Kristalle her- 
ruhrenden Anteil der Entropie dar, wie ihn die Gastheorie 
liefert, wobei S0 die sog. Entropiekonstante ist, wahrend a die 
Entropie der Atombewegungen im Kristall bedeutet, also das, 
was man gewohnlich als die Entropie des Kristalls bezeichnet. 
Nun konnen wir alle *S'0* als gleich ansehen, da S0 in univer­
se! ler Weise von der Masse und den Tragheitsmomenten des 
Kristalls abhangt.1) Die Massen sind aber fiir alle Isomeren 
gleich, und die geringen Yerschiedenheiten der Tragheits- 
momente konnen wir als fiir unser Problem unwesentlich ver- 
nachlassigen, da sie nur fiir die von der Brownschen Bo- 
tationsbewegung der Kristalle herriihrenden Entropiedifferenzen 
maBgebend sind. Aus dem gleichen Grunde konnen wir auch

1) Vgl. O. S a ck u r , Ann. d. Phys. 40 p. 67. 1913; H. T et o d e , 
Ann. d. Phys. 38. p. 414; 39. p. 255. 1912; O. S te r n , Phys. Zeitschr. 
14. p. 629. 1913.
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die bei auBerordentlich tiefen Temperatnren auftretenden 
Quantenabweichungen dieser enorm groBen Molekiile ver- 
nachlassigen. Somit wird

dS = » ^ l n |  + (7: — <>,

Bezeichnen wir mit /*■ — et — T die freie Energie eines Iso­
mer enmolekiils, d. h. eines Mischkristalls in einem bestimmten 
Zustande, so haben wir:

Also ist 

( 1 )

k In n̂-i hr, — u, = fi ~ fi 
T

f,
n. = koDst. e lc'J

Wir haben somit die Wahrscheinlichkeit ivt = v . f N=  | 8. des 
i- ten Zustandes berechnet. Wir hatten dieses Resultat fiir 
hohe Temperaturen auch mit Hilfe der klassischen Mole- 
kulart.heorie ableiten konnen; aber die hier benutzte Methode 
hat den Yorzug, daB sie ein fiir beliebige Temperaturen streng 
giiltiges Resultat liefert. Eiihren wir nun den oben beschrie- 
benen ProzeB mit jedem der Isomere 2 bis Z, also (Z— l)mal 
aus und trennen auch von dem das Isomere 1 enthaltenden 
GefaB das Yolumen V ab, so erhalten wir von jedem Iso­
meren ni Molekiile im Yolumen V. Die dadurch bewirkte 
Entropiezunahme ist gleich

2  n i l n  | 7  +  Y;) ~  S  n i ( A l n  +  ffi )  *

Indem wir schlieBlich alle Isomeren in demselben Yolumen V 
vereinigen, wobei keine Entropieanderung auftritt, haben wir

2 ”, =  *

Mischkristalle aus dem ungemischten in den gemischten Zu­
stand iibergefiihrt. Dabei waren aber die N  Mischkristalle 1 
in dem ihrer Gleichgewichtskonzentration entsprechen-
den Yolumen F / |x enthalten. Verwandle ich also bei gleicli- 
bleibendem Yolumen N  Mischkristalle, deren jeder die beiden 
Komponenten A und B in reinem Zustande enthalt, in N  Misch­
kristalle, deren jeder die feste Losung der beiden Kom­
ponenten A und B darstellt, so ist die Entropiezunahme um 
B In 1 /Ij groBer, also gleich:
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£ln  ̂+ 2 wi (A ln + <l) - 2 (A ln + °i)
—  A  I n  ^  +  % n i ^ l n - | -  +  < r{j  —  A  ^ A  I n  -j- +  r r x j

Andererseits ist diese Entropiezunahme, wenn ich mit a* die 
Entropie der festen Losung bezeichne, gleich N o* — N  o1. 
Daher ist

l. ̂
2  H i ffi

+ ai) = -Ljv—  ̂2 ii  k ln j .  = 9 + k 2 i i ln |.
1 , Z

2  Wi O'!
falls wir mit a = eine mittlere Entropie der Isomeren
bezeichnen. In analoger Weise soil im folgenden fiir jede
GroBe g ihr Wert fiir die Losung mit g*, fiir das i-te Isomere

1 ,z
2  n‘ 9*

mit g{ und ihr durch die Gleichung l-~N =  g definierter Mittel-
wert mit g bezeichnet werden. Setzen wir fiir % den oben

_ U_
berechneten Wert konst, e kT ein, so wird

1 ,z
9 =  2  I ff i  =  2  W9i =

l.z _ 11.
kT

h  N l , z
kT

und fiir die Entropie o*, die Energie s*, die freie Energie /* 
und die spezifische Warme c* der Losung ergeben sich folgende 
Werte:

\ . z  - _i
l ,z , \,z 2 e kl

crv — a  +  2  & 1Q y  ~  s   ̂2  i i  7 ~i Si i _ J_
e

\ , z  l, z  _  U i , z  f

tf + ^ 2 i i ln2 e kT + k%iiTf
l.z _

<7 •+• A ln 2  e 11 +  j:~p —  ̂ 2
i,z _.

( 2)

Die Entropie fester Losungen. 831

(3)

(4)

( 5 )

5' =  £ =

l.z _ 1_
2«,-e kTi

fi

1 ,z
f  !: = e* -  (7* T  =  -  k T ln 2 > k T

d e*
d T

l.z
d 2  G ltZ

d  T

da X'z d£ X'Z
+  2  =  2> ,t<

1
/Dr

. ^  d I e
d  T i,z _1 

2 «  fc2’

Damit ist unsere Aufgabe gelost. Wir konnen vermittelst 
der obigen Eormeln Entropie und Energie der Losung be- 
rechnen, wenn uns diese GroBen fiir jedes Isomere, das einen 
rnoglichen Zustand der Losung darstellt, gegeben sind. Am 
einfachsten ist, wie man sieht, der Ausdruck fiir /*, den wir 
daher meist der Diskussion zugrunde legen werden. Ferner 
werden wir im folgenden, falls eine Spezialisierung notig ist, 
annehmen, daB man den temperaturabhangigen Anteil von jf 
mit Hilfe der Planckschen Formel durch eine Summe iiber 
die 3 N  Eigenschwingungen des betreffenden Isomeren dar- 
stellen kann.

Qrenzwerte fiir hohe Temperaturen.
Wir wollen zunachst zeigen, daB unsere Theorie fiir hohe 

Temperaturen die bekannten Grenzgesetze fiir verdiinnte 
Losungen und fiir Gemische chemisch alinlicher Stoffe liefert. 
Im letzteren Ealle kann man annehmen, daB sich alle /,• nur 
um kleine Betrage d voneinander unterscheiden. Wir setzen 
fi — f  +  di. Dann wird

f *  =  -  A T  ln
t± *  I -  f ltX _ *V
fcr= - ^ l n L  k T - ^ e  hT

' i /
\,Z -  —

=  f  -  A T l n ^ e  kT =  f  — A T \ n  Z ,
i

_ 6ida mit wachsendem T der Ausdruck di / kT gegen Null, e Dr 
also gegen den Wert Eins konvergiert. Nun ist



832 0. Stern.

(1 — x) iV! x  JX\ r  ’

also wird bei Anwendung der Stirlingschen Approximation 
and Vernachlassigung von In r

and
In Z — — (1 — x) N  In (1 — x) — x N  In x

k T \ n Z =  R T (1 x)  In ---------- p x  In
'  l — X X

in Ubereinstimmung mit der gewohnlichen Theorie. Fiir den 
Grenzfall der gekennzeichneten Molekiile sind alle gleich, 
und die Entropieanderung beim Mischen ergibt sich wie in der 
Einleitung fiir alle Temperatnren zu

Audi fiir den Fall, dab die eine Komponente, z. B. B, nur 
in geringer Menge vorhanden ist, kann man dureh die iiblichen 
Uberlegungen ableiten, dab f i fiir die iiberwiegende Mehrzahl 
der Isomeren gleich, und zwar gleich (1 — x) fA +  x fB ist 
(fA freie Energie von reinem A, fB’ von B in der Losung). 
Dann wird

/* =  ( ! - « )  fA +  x /;/ - k f ] n Z = ( l - x ) f A + x f B' - R T
(1 — x)  In ------p x  In 1 ,

1 — x  x  \ ’

wie in der v an ’t Hoffschen Theorie.

G renzw ert fiir T  =  0. N e r n s ts c h .e s  T heorem  und  
N u llp u n k tsen erg ie .

Fiir die Diskussion der Grenzwerte, denen a*, e* und /* 
fiir den limes T =  0 zustreben, sind zwei wesentlich ver- 
schiedene Falle zu unterscheiden, je nachdem, ob ein Iso- 
meres eine kleinere freie Energie als alle iibrigen besitzt (Fall a), 
°dei ob mehrere Isomere die gleiche freie Energie, und zwar 
wiederum eine kleinere als alle iibrigen besitzen (Fall b).

^Vir behandelnzunachst Falla. Dabei bezeichnen wir lim f i

mit und das kleinste /4° mit fm°. Man sieht nun leicht ein, 
dab fiir T — 0 die Wahrscheinlichkeit aller Isomeren gegen 
iiber der des m-ten verschwindet, wahrend dieses die AVahr- 
scheinlichkeit 1 besitzt und allein vorhanden ist. Denn es ist:
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^ u __ __
’̂ m  = t» 1 , Z

2 n< kT

fm
e

l  , z

Nun ist aber
1 ,7. h _ tnA 

lim 2  e kT  =  e k T
T = 0  i

Setzen wir namlich — /m° +  <5/, wobei alle d*0 nach Yoraus- 
setzung positive und endliche Groben sind und nur Sm 0 
ist, so wird

ft i,z fm°i , z  _ 
lim
T - 0 i  

8?

k T k T  . 2 e kT  =  e k T

<5i°
weil fur T =  0 ^  =  oo also e kT =  0 wird auber fiir i =  m,

8m°
in welchem Falle ^  = 0 also e kT = 1 wird. Daher ist

fm°

r e kTlim wm = ---- tv =  1 >
T=0 — ---1 „ k T

wie behauptet. Es ist das nichts anderes als die aus der che- 
mischen Gleichgewichtslehre langst bekannte Tatsache, dab 
beim absoluten Nullpunkt das Gleichgewicht vollstandig nach 
der Seite der Yerbindung mit der kleinsten freien Energie 
verschoben ist. Es sei noch bemerkt, dab dieses Isomere 
naturlich auch das den ungemischten Zustand reprasentierende, 
also m — 1 sein kann. Aus dem Yorhergehenden folgt fiir den
limes T =  0: 0*= am, e*= em , / * = / „ ,

und die Entropiezunahme beim Mischen wird fiir den ab­
soluten Nullpunkt:

o* — =  om — (Ti ,
d. h. gleich der Entropieanderung bei der chemischen Um- 
wandlung eines Molekiils in ein mit ihm isomeres Molekul, 
Das Nernstsche Theorem gilt also im Falle a fiir Losungen, 
falls es fiir diese Art chemischer Beahtionen gilt. Diese Yor- 
aussetzungen konnen wir in unserem Falle wohl unbedenklich 
machen, denn die in einer friiheren Arbeit1) von mir ge-

1) Ann. d. Phys. 44. p. 497. 1914.
Annalen der Physik. IV. Folge. 49. 54
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auBerten Bedenken gegen die Giiltigkeit des Nernstschen 
Theorems fur chemische Beaktionen bezogen sich nur auf den 
ball, daB Atome aus dem Zustande chemischer Bindung in 
den freien Zustand iibergehen, was hier nicht der Fall ist.

s scheint aber iiberhaupt, als ob die in der erwahnten Arbeit 
iestgestelite Diskrepanz des Nernstschen Theorems mit der 
Erfahrung dnrch unerwartete Fehler des Experiments1) be- 
dmgt ist, so daB wir die Ghltigkeit des Nernstschen Theo- 
iems jedenfalls fur alle Arten chemischer Beaktionen an­
nehmen konnen. Es sei hierzu auch auf die weiter unten 
durchgefuhrte Diskussion fiber die allgemeine Giiltigkeit dieses 
batzes hingewiesen. Wir konnen also setzen: u* -  a =  0, d. h. 
im Falle a gilt das Nernstsche Theorem fur Losungen.

Dies trifft nicht zu fiir den Fall b. Haben namlich mehrere 
(etwa Z0) Isomere die gleiche minimale freie Energie fm°, so 
kann man in gleicher Weise wie oben zeigen, daB fiir lim T — 0 
jedes von lhnen die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzt, wahrend 
die Wahrscheinlichkeit aller iibrigen gleich Null wird. Es wird 
dann fiir lim T =  0:

/* fm° k T  lnZ0, £*= « =  £m°, a* =  Omo _j_ \n z 0,

0 :und die Entropieanderung beim Mischen wird fiir T =
° ai ~  Gm° °i +  k In Z0 =  k In Z0, 

d. h. im Falle b gilt das Nernstsche Theorem nicht fiir 
Losungen, selbst wenn es fiir chemische Beaktionen gilt Seine 
Gultigkeit hangt also davon ab, ob Fall b moglich ist. Diese 
Frage wollen wir jetzt naher untersuchen.

Zunachst konnen wir noch eine Yereinfachung vornehmen 
mdem w>r

lim a.T  =  0
T  — O

setzen so daB /*° =  c<° wird. Die Frage ist nun, ob von alien 
mogl.chen Anordnungen, die man durch Yerteilung der ( l - x ) N  
Atome A und x N  Atome B iiber die N  raumgitterartig an- 
geordneten Gleichgewichtslagen des Kristalls herstellen kann, 
nur eme die kleinste Energie besitzt. Das ist sicher dann der 
Tall, wenn alle Anordnungen beim absoluten Nullpunkt ver-

1) Nach einer freundlichen personlichen Mitteilung von Herrn Ge- 
heimrat N e r n st  hat es sich gezeigt, daB u. a. die spezifische Warme 
des festen Jods merklich durch die Warmetonung einer Umwandlung 
der es bei tiefen Temperaturen unteiliegt, gefalscht ist.
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schiedene Energie haben, wofiir wir im folgenden Griinde 
beizubringen versuchen werden. Das ist natiirlich nicht mog­
lich, ohne Hypothesen iiber die zwischen den Atomen wirkenden 
Krafte zu machen. Es moge daher von vornherein der — 
im Gegensatz zu dem Yorangegangenen — hypothetische 
Charakter der folgenden Erorterungen betont werden. Zu­
nachst wollen wir voraussetzen, daB die chemische Yerschieden- 
heit der Stoffe A und B auch eine Yerschiedenheit der zwischen 
den Atomen gleicher und verschiedener Art wirksamen Krafte 
bedingt. Es konnte nun plausibel scheinen, anzunehmen, daB 
unter dieser Yoraussetzung verschiedenen Konfigurationen 
auch stets verschiedene potentielle Energien zukommen. Das 
ist aber nicht richtig. Denn wenn wir die — nach allem, was 
wir wissen, der Wirklichkeit sehr nahe kommende — Hypo- 
these machen, daB immer nur die unmittelbar benachbarten 
Atome aufeinander wirken, so sieht man ohne weiteres, daB 
besonders bei verdunnten Losungen sehr viele Konfigurationen 
— z. B. alle, bei denen jedes geloste Atom vollstandig von 
Losungsmittelatomen umgeben ist, — die gleiche potentielle 
Energie haben werden. Man muB dann fiir den Fall, daB beim 
Mischen Warme frei wird — anderenfalls hat der ungemischte 
Zustand die kleinste Energie —, annehmen, daB fiir T =  0 
viele Konfigurationen mit der gleichen kleinsten Energie vor- 
handen sind. Doch liegt die Sache noch ungiinstiger, weil 
die obige Yoraussetzung, daB chemische Yerschiedenheit auch 
Yerschiedenheit der Atomkrafte bedingt, nicht in alien Fallen 
zuzutreffen braucht. Man muB vielmehr annehmen. daB zwei 
Stoffe A und B auch dann chemisch verschieden sind, wenn 
die von ihren Atomen ausgehenden Krafte genau gleich und 
nur die Massen der Atome verschieden sind, weil man solche 
Stoffe z. B. durch Schwerewirkung oder Zentrifugieren rever- 
sibel trennen kann. Nach den neueren Anschauungen der 
auf dem Gebiete der Badiochemie arbeitenden Forscher sind 
bekanntlich die sogenannten Isotopen mit auBerordentlicher 
Annaherung als solche Stoffe zu betrachten.1) In diesem 
Falle besitzen nun iiberhaupt alle moglichen Anordnungen 
die gleiche potentielle Energie. Gegen diese Erwagungen 
konnte man einwenden, daB eben in der Wirklichkeit unsere

1) S. z. B. K. F a ja n s , Die Naturwissenscbaften 1914. p. 429 u. 463.
54*
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Voraussetzungen nie strong erfiillt, daB also prinzipiell auch 
die entferntesten Atoms im Kristall Wirkungen, wenn auch 
auBerordentlich geringe, aufeinander ausiiben, und daB die 
von Atomen mit verschiedener Masse ausgehenden Krafte 
prinzipiell geringe Yerschiedenheiten aufweisen. Fiir die Gravi- 
tationswirkung ist das ja sicher der Fall; aber auch fiir die 
von isotopen Atomen ausgehenden chemischen Krafte resul- 
tieren, falls man der Theorie das K utherfordsche Atom- 
modell zugrunde legt, ganz geringe Verschiedenheiten, wie 
K. I  a ja n s 1) kiirzlich gezeigt hat. Mit Hilfe derartiger Uber- 
egungen lieBe sich das Nernstsche Theorem wohl auf jeden 

Fall aufrecht erhalten. In viel natiirlicherer Weise geschieht 
dies jedoch meines Erachtens durch Einfiihrung der Null­
punktsenergie, wodurch, wenn ich so sagen darf, das Ne r ns t ­
sche Theorem mit der richtigen GroBenordnung giiltig wird. 
Es sind namlich fiir einen Mischkristall, der ein Mol einer 
festen Losung zweier Isotopen darstellt, infolge der Ver- 
schiedenheit der Massen bei Gleichheit der Krafte die 8 N  
Eigenschwingungen des Systems fiir verschiedene Konfigu­
rationen verschieden, und es wird daher jedenfalls auch die 
Summe ihrer Eigenfrequenzen

1,32V

2  vi
(^e. ist die. Z' te Eigenschwingung des i-ten Isomeren) 
schieden sein. Dann wird auch die Nullpunktsenergie
Betrage

_ 1 O  XTh 13iV'
4  2  *,•

ver-
vom

der Konfigurationen verschieden, und beim absoluten Null- 
punkt wird das Isomere, fiir das

1,32V

2 * 7 e
e

em Minimum ist, die Wahrscheinlichkeit Eins haben. Ebenso 
verursacht die Nullpunktsenergie eine Yerschiedenheit der e° 
fur den oben erwahnten Fall der verdiinnten Losungen. Natiir- 
hch miiBten diese hier aufgestellten Behauptungen durch 
exphzite Berechnung, auf die ich in einer folgenden Arbeit,

1) K. F a ja n s , Elster- u. Geitel-Festsehrift, p. 623. 1915.
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die auch die Behandlung einfacher Spezialfalle auf Grand der 
hier entwickelten Theorie bringen soil, eingehen zu konnen 
hoffe, nachgewiesen werden; doch ist ihre Richtigkeit wohl 
auch ohne dies ersichtlich. Nur in einem Fall ist die Energie 
verschiedener Anordnungen sicher gleich, wenn es sich namlich 
um zwei spiegelbildlich gleiche Konfigurationen handelt. Ware 
ihre Energie zugleich kleiner als die aller iibrigen Isomeren, 
so besaBen sie beide beim absoluten Nullpunkt die gleiche 
Wahrscheinlichkeit, namlich | ,  und die Entropie der Losung 
wiirde fiir T =  0 nicht gegen Null, sondern gegen den Wert

k In 2 =  R ^

konvergieren, wodurch ein prinzipieller Widerspruch gegen 
das Nernstsche Theorem bedingt ware. Ich glaube aber, 
daB dieser Widerspruch durch quantentheoretische Betrach- 
tungen behoben werden kann, doch bin ich nicht imstande, 
dies durch die in dieser und in meinen friiheren Arbeiten an- 
gewandten Methoden zu beweisen. Hier mochte ich noch die 
Bemerkung anschlieBen, daB die obigen Uberlegungen auch 
fiir Gemische optisch-aktiver Isomeren gelten, da auch bei 
diesen den verschiedenen Anordnungen der Stoffe verschiedene 

entsprechen, wie man durch Betrachtung der Atomgitter 
statt der Molekiilgitter einsieht.

Es mogen nun noch die in der Einleitung angefiihrten 
Argumente, welche die Moglichkeit, das Nernstsche Theorem 
fiir Losungen aufrecht zu erhalten, auszuschlieBen schienen, 
auf Grand unseres jetzigen Standpunktes kurz besprochen 
werden.

Die Uberlegung mit den gekennzeichneten Molekiilen ist 
dahin zu modifizieren, daB solche Molekiile auch beziiglich 
der vom Nernstschen Theorem geforderten Abweichungen 
von der klassischen Theorie der Losungen einen Grenzfall 
darstellen, indem diese Abweichungen erst bei um so tieferen 
Temperaturen auftreten, je ahnlicher die Molekiile sind. Die 
Uberlegung gilt also beim absoluten Nullpunkt nur fiir solche 
Molekiile, die genau gleiche Masse haben und von denen genau 
gleiche Krafte ausgehen. Solche Stoffe kann man aber nicht 
mehr als chemisch verschieden ansehen, weil sie nicht auf 
reversible Weise getrennt werden konnen.
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Der zweite Einwand, dafi das Glied

2
i

7; In —* Xi

dnrch Integration iiber c/ T  nicht entstehen kann, falls c als 
bumme der spezifischen Warmen der Eigenschwingungen des 
Mischkristalls berechenbar ist, erledigt sich dnrch den Hin- 
weis auf die oben abgeleitete Formel (5) fiir die spezifische 
Warme der Losung

c*=c  + % dJ i ,  
* d T '

ie ze*lgt’ c* nicht als solche Summe darstellbar ist, son- 
dern dab zu c* die Umwandlungswarmen der Isomeren, deren 
EinfluB das zweite Glied darstellt, wesentlich beitragen. An 
dieser Stelle moge auch auf den einzigen meines Wissens 
bisher vorliegenden Ansatz zn einer Theorie der festen Lo- 
sungen auf Grand des Nernstschen Theorems wenigstens fiir 
sehr tiefe Temperaturen hingewiesen werden. Herr N ern st1) 
hat narnlich fiir den osmotischen Druck P einer festen Lo- 
sung das Grenzgesetz P  =  a + /?  T* (a und gind spezifische
Konstanten) versuchsweise fiir den Fall aufgestellt, daB bei 
sehr tiefen Temperaturen, bei denen die Entropie der Losung 
sc on stark degeneiieit ist, ihre spezifische Warme dem 
Debyeschen Grenzgesetz folgen wiirde. Ob das in diesem 
lemperaturgebiet iiberhaupt mdglich ist oder sogar bei ge- 
niigend tiefer Temperatur allgemein eintritt, konnte erst eine 
emgehendere Eechnung zeigen. Nur so viel ist sicher, daB 
umgekehrt bei einem Gemisch aus chemisch und an Masse 
sehr. ahnhchen Komponenten der Fall eintreten wird, daB die 
spezifische Warme der Losung bereits proportional T3 ist 
wa rend der osmotische Druck sich noch vollstandig normal 
verhalt, weil auch das systematische Glied

m der Entropie noch vorhanden ist. Sein vom Nernstschen 
Theorem gefordertes Klemerwerden erfolgt erst bei ganz tiefen

1) W. N e r n st . 1. c.

Die Entwpie fester Losungen. 839

Temperaturen gerade dadurch, daB das Debyesche Grenz­
gesetz ungiiltig wird. Es wird dann bei noch tieferen Tempera­
turen wieder giiltig, bei denen die Losung nahezu in eine reine 
chemische Yerbindung, das Isomere mit der kleinsten Energie, 
ubergegangen ist. Es ist wohl kaum notig hinzuzufiigen, daB 
man bei experimenteller Untersuchung eines bestimmten Misch­
kristalls bei geniigend tiefen Temperaturen naturlich stets das 
Debyesche Grenzgesetz bestatigt finden wiirde, weil man in- 
folge der auBerordentlichen Langsamkeit der Diffusion (=  der 
auBerordentlich geringen Beaktionsgeschwindigkeit der Iso- 
merenumwandlungen) bei tiefen Temperaturen keine Losung, 
sondern nur ein bestimmtes Isomere vor sich hatte.

Zusammenfassend laBt sich iiber die Bedeutung unserer 
Resultate etwa folgendes sagen: Es soli und kann nicht be- 
hauptet werden, daB es hier gelungen ware, die Giiltigkeit des 
Nernstschen Theorems fiir Losungen streng zu beweisen. 
Dagegen glaube ich, in einwandfreier Weise die Bedingung 
fiir diese Giiltigkeit aufgezeigt und ihr prinzipielles Erfiilltsein 
in der Wirklichkeit zum mindesten als wahrscheinlich nach- 
gewiesen zu haben. Es besteht also durchaus die Moglichkeit, 
das Nernstsche Theorem auch fiir Losungen aufrecht zu 
erhalten, was bisher nicht der Fall zu sein schien.1)

Da nun aber das Nernstsche Theorem, wie mehrfach 
betont wurde, seiner ganzen Art nach ein Satz ist, dessen 
wesentliche Bedeutung auf seiner allgemeinen Giiltigkeit be- 
ruht, weshalb er ja auch oft als dritter Hauptsatz der Warme- 
theorie bezeichnet wird, so wiirde ihm durch den Nachweis 
seiner Ungiiltigkeit auch nur in einem einzigen Falle, nam- 
lich dem der Losungen, ein groBer Teil seines Wertes ge- 
nommen und seine Giiltigkeit auch fiir andere Falle in 
Frage gestellt werden. Andererseits besitzt das N e r n s t ­
sche Theorem, das eine groBe Menge experimentell sowie

1) Bezeichnend dafiir ist auch, daB — bis auf die oben besprochene 
Ausnahme — noch kein Versuch gemacht worden ist, eine Theorie der 
Losungen auf Grund des N ernstschen Theorems zu entwickeln, obwohl 
es doch besonders denjenigen Forschern, die sogar eine Entartung der 
idealen Gase bei Annaherung an den absoluten Nullpunkt annehmen, 
nahegelegen hatte, etwas Analoges fiir die Losungen anzunehmen. Ich 
glaube iibrigens, daB es gelingen wird, die Theorie der idealen Gase nach 
einer ahnlichen Methode, wie sie hier benutzt wurde, zu behandeln.
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theoretisch gefundener Tatsachen nnd Gesetze einheitlich 
abzuleiten gestattet nnd selbst aus dem Prinzip von der Un- 
erreichbarkeit des absoluten Nullpunktes gefolgert werden 
kann, eine derartig hohe innere Wahrscheinlichkeit fiir sich, 
daB ich fast sagen mochte, es genligt, die Moglichkeit seiner 
allgemeinen Giiltigkeit nachgewiesen zu haben, um sicher zu 
sein, daB es wirklich allgemein gilt. Daher mochte ich auch 
die Erorterungen liber die Rolle der Nullpunktsenergie nicht 
etwa als eine Ableitung des Nernstschen Theorems mit Hilfe 
der Hypothese der Nullpunktsenergie, sondern viel eher als 
Stiitze fur diese Hypothese aufgefaBt wissen. Jedenfalls be- 
steht zwischen diesen beiden Dingen ein enger Zusammenhang, 
der auch an manchen anderen Stellen, z. B. in der Theorie des 
Magnetismus, zutage tritt. Zum SchluB sei noch besonders 
betont, daB die im letzten Abschnitt behandelten Fragen 
naturlich nichts mit der Ableitung unserer Formeln (1) bis (5) 
zu tun haben, die rein mit Hilfe der klassischen chemischen 
Gleichgewichtslehre begriindet sind.

Z usam m enfassung.

In der vorliegenden Arbeit wurde die allgemeine Theorie 
der festen Losungen auf Grund folgender Annahmen ent- 
wickelt. In einem Mischkristall sind die Molekiile der Kom- 
ponenten an raumgitterartig angeordnete Gleichgewichtslagen 
gebunden. Burch Diffusion konnen die Molekule ihre Platze 
tauschen. Man erhalt alle moglichen Zustande des Misch- 
kristalls, indem man die Molekule verschiedener Art auf alle 
moglichen Weisen liber die Gitterpunkte verteilt. Jeder dieser 
Zustande stellt eine bestimmte chemische Verbindung dar, 
die mit alien librigen Zustanden isomer ist. Der Mischkristall 
in einem bestimmten Zustande ist also ein Molekiil der durch 
diesen Zustand reprasentierten chemischen Verbindung. Die 
Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Zustandes und die Entropie 
der Losung werden dann mit Hilfe der chemischen Gleich- 
gewichtslehre berechnet, woraus sich auch die allgemeinen 
Tormeln fur die Energie, freie Energie und spezifische Warme 
der Losung ergeben. Der Grenzwert des so erhaltenen Aus- 
druckes flir die Entropie der Losung wird flir hohe Tempe- 
raturen mit dem aus der klassischen Theorie erhaltenen iden-
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tisch; flir den limes T =  0 wird er gleich Null, falls nur ein 
Zustand beim absoluten Nullpunkt eine kleinere Energie als 
alle librigen besitzt. Dies ist also die Bedingung flir die Giiltig­
keit des Nernstschen Theorems flir Losungen. Es wird ge- 
zeigt, daB diese Bedingung in ungezwungener und naturlicher 
Weise erflillt ist, wenn man die Annahme einer von der Fre- 
quenz abhangigen Nullpunktsenergie macht. Die Bedeutung 
dieser Besultate flir die Erage nach der Allgemeingiiltigkeit 
des Nernstschen Theorems wird diskutiert.

Lomsha (Russisch-Polen), Januar 1916.

(Eingegangen 10. Februar 1916.)
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